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ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ∆ΥΟ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

 

Στην προηγούµενη ενότητα, συζητήσαµε µετασχηµατισµούς  της µορφής  Y = g(X) 

µίας τυχαίας µεταβλητής X. Όµως, σε ένα πολυµεταβλητό φαινόµενο, ενδέχεται να 

θέλουµε να  µετασχηµατίσουµε τις  αρχικές  µας  µεταβλητές  X1 , X2 , ..., Xn   σε  

νέες   µεταβλητές Yi = gi (X1 ,X2 ,...,Xn), i=1,2,...,n. Για παράδειγµα, αν X1, X2, ..., Xn 

παριστάνουν  τα  βάρη  ενός  οργανισµού στις χρονικές στιγµές t1, t2, ..., tn, ενδέχεται 

να  ενδιαφερόµαστε  να  µελετήσουµε  την συµµεταβλητότητα του αρχικού βάρους 

Y1 = X1 και των αυξήσεων  σε βάρος Yj = Xj - Xj-1, j=2, 3, ..., n κατά τη διάρκεια 

κάθε µιας από τις χρονικές περιόδους που ακολούθησαν.  

Στη συνέχεια, θα εξετάσουµε  µεθόδους  προσδιορισµού  της  από κοινού  κατανοµής  

των  τυχαίων  µεταβλητών Yi = gi (X1, X2, ..., Xn), i=1,2,...,n, µε βάση την µορφή της 

από κοινού κατανοµής των τυχαίων µεταβλητών X1, X2, ..., Xn.  Για  απλότητα,  

εξετάζεται στην παρούσα ενότητα πρώτα  η  περίπτωση  n=2.  Στις  ενότητες που 

ακολουθούν, εξετάζεται η επέκταση της περίπτωσης αυτής όταν  n > 2 καθώς επίσης 

και η περίπτωση όπου ενδιαφερόµαστε να ελαττώσουµε τον αριθµό των µεταβλητών 

X1, X2, ..., Xn που έχουµε σε µία µοναδική τυχαία µεταβλητή  

Y = g (X1, X2, ..., Xn). 

Ας υποθέσουµε ότι οι τυχαίες µεταβλητές X1, X2 έχουν  µία διµεταβλητή κατανοµή. 

Ενδιαφερόµαστε  να  προσδιορίσουµε  την  από κοινού κατανοµή των τυχαίων 

µεταβλητών Y1, Y2, όπου αυτές οι νέες µεταβλητές είναι το αποτέλεσµα ενός  ένα-

προς-ένα  µετασχηµατισµού Y1 = g1 (X1, X2), Y2 = g2 (X1, X2) των X1, X2.  

Θεωρούµε,  δηλαδή,  την περίπτωση  µετασχηµατισµών,   όπου   υπάρχουν   δύο   

συναρτήσεις h1 (y1, y2), h2(y1, y2) τέτοιες ώστε yi = gi (x1, x2),  i=1, 2 τότε  και µόνο  

τότε  εάν  xi =  hi(y1, y2),  i=1, 2.  (Είναι  φανερό  ότι   οι συναρτήσεις hi(y1, y2), i=1, 2 

είναι οι αντίστροφες των  συναρτήσεων 1,2,i  ),x,(xg 21i = δηλαδή  

)y,(yg)y,(yh 21
1

i21i
−= , i=1, 2). 

Έστω ότι µεταβλητές X1, X2 είναι διακριτές τυχαίες µεταβλητές µε από κοινού 

συνάρτηση πιθανότητας P x xX X1 2 1 2, ( , ) . Τότε, η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας 

P y yY Y1 2 1 2, ( , ) των Y1 , Y2  δίνεται  από τον τύπο      

)).y,(yh),y,(y(hP)y,(yP 2122112X,X21Y,Y 121
=       
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Ας θεωρήσουµε τώρα την περίπτωση όπου οι  τυχαίες  µεταβλητές X1,  X2 είναι 

συνεχείς  µε  από  κοινού   συνάρτηση   πυκνότητας πιθανότητας  f x xX X1 2 1 2, ( , ) . Αν 

οι συναρτήσεις h1(y1, y2) και h2(y1, y2) είναι παραγωγίσιµες ως προς y1  και y2 , τότε 

 

f y y J y y f h y y h y yY Y X X1 2 1 21 2 1 2 1 1 2 2 1 2, ,( , ) ( , ) ( ( , ), ( , )),=  
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είναι η Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού x1 = h1(y1, y2), x2 = h2(y1, y2). Η αλήθεια της 

παραπάνω σχέσης  προκύπτει  ως  αποτέλεσµα  του ορισµού της από κοινού 

συνάρτησης κατανοµής F y yY Y1 2 1 2, ( , ) των τυχαίων µεταβλητών Y1, Y2  από την 

σχέση  

                    { }F y y P Y y Y yY Y1 2 1 2 1 1 2 2, ( , ) ,= ≤ ≤  

                                          =
−∞ −∞∫ ∫
y

Y Y

y
f t t d t d t2

1 2

1

1 2 1 2, ( , ) ,  

σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι  

                      { }221121Y,Y yY,yY P)y,(yF
21

≤≤=  

                                     { }22121211 y)X,(Xg  ,y)X,(Xg P ≤≤=  

                        21212X,X dx)dxx,(xf
1∫∫=    

                  g1(x1 , x2) ≤ y1 

                  g2 (x1 , x2) ≤ y2 

 

                            .dtdt ))t,(th),t,(t(hf )t,J(t 21212211X,X

y

21

y

21

12

∫∫ ∞−∞−
=  

Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας  πιθανότητας  f y yY Y1 2 1 2, ( , )  των µεταβλητών 

Y1, Y2  προκύπτει τότε από την σχέση  ).y,(yf)y,(yF
yy 21Y,Y21Y,Y

21

2

2121
=

∂∂
∂  

 

Παράδειγµα: Έστω Y1 = X1 + X2, Y2 = X2 . Τότε,  
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                    h1 (y1 ,y2) = y1 - y2  και h2 (y1 ,y2) = y2 , 

έτσι ώστε  

P y y P y y yY Y X X1 2 1 21 2 1 2 2, ,( , ) ( , ).= −  

Παράδειγµα: Έστω ότι  X1 και X2 είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές οι οποίες 

παριστάνουν τους χρόνους που απαιτούνται για την ολοκλήρωση δύο εργασιών. 

Υποθέτοντας ότι οι µεταβλητές X1 και X2  έχουν την ίδια µορφή κατανοµής  και  ότι 

αυτή είναι η Γ µε παραµέτρους θ και r, η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας των X1  και X2  είναι  
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Ας θεωρήσουµε τώρα τις µεταβλητές Y1 = X1 + X2,  Y2 =  X1/X2 . Η πρώτη από αυτές 

τις µεταβλητές παριστάνει τον συνολικό χρόνο που απαιτείται για την ολοκλήρωση 

των  δύο  εργασιών, ενώ η δεύτερη παριστάνει τον λόγο των χρόνων που απαιτούνται 

για τις δύο αυτές εργασίες. Ο µετασχηµατισµός 212211 /xxy   ,xxy =+=  είναι ένα-

προς-ένα και  

x1 = h1(y1, y2) = 
2

21

y1
yy

+
 ,    x2 = h2(y1, y2) = 

2

1

y1
y
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 . 

Η Ιακωβιανή αυτού του µετασχηµατισµού είναι  
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Εποµένως,  η  από  κοινού  συνάρτηση  πυκνότητας  πιθανότητας   του τυχαίου 

διανύσµατος (Y1, Y2) είναι η  
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Παρατήρηση: Στο σηµείο αυτό αξίζει να σηµειωθεί ότι οι  µεταβλητές Y1, Y2 έχουν 

από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας,  η  οποία είναι  το  γινόµενο  των  

περιθωρίων  συναρτήσεων  πυκνότητας των µεταβλητών αυτών, οδηγώντας στο 

συµπέρασµα  ότι οι µεταβλητές Y1, Y2 είναι ανεξάρτητες. 

 

 

∆ΙΜΕΤΑΒΛΗΤΟΙ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 

 

Μία ενδιαφέρουσα  περίπτωση  των  µετασχηµατισµών  που  µόλις εξετάσαµε  είναι  

οι  λεγόµενοι  διµεταβλητοί γραµµικοί µετασχηµατισµοί. 

Έστω Χ1, Χ2  δύο τυχαίες µεταβλητές µε  από  κοινού συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας f x xX X 1 21 2, ( , ) . Ένας διµεταβλητός γραµµικός συνδυασµός από τις 

µεταβλητές Χ1, Χ2 στις µεταβλητές Y1, Y2 έχει την µορφή  

 

Y1 = α11X1 + α12X2 , 

Y2 = α21X1 + α22X2 . 
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Παρατηρούµε ότι ο µετασχηµατισµός αυτός είναι ένα-προς-ένα. ∆ηλαδή yi = αi1x1 + 

αi2x2 , i=1, 2, τότε και µόνο τότε αν xi =  bi1y1 +  bi2y2 , i=1, 2, όπου  

b α
α α α α1 1

2 2

1 1 2 2 1 2 2 1
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µε την προϋπόθεση ότι 0α αα α 21122211 ≠− . 

Είναι, προφανώς, τότε  

222112212212111211 ybyb)y,(yh   ,ybyb)y,(yh +=+=  

και εποµένως  
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Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η από κοινού συνάρτηση κατανοµής των 

µεταβλητών Y1 , Y2  δίνεται από την σχέση  

f (y y ) 1 f (b y b y , b y b y ).Y ,Y 1, 2
11 22 12 21

X ,X 11 1 12 2 21 1 22 21 2 1 2
=

−
+ +

α α α α
 

 

Για παράδειγµα, αν ενδιαφερόµαστε για τον µέσο Y1 = 1
2

(X X )1 2+  και την 

διαφορά Y2 = X1 - X2  των µεταβλητών Χ1 , Χ2 , τότε  α11 = α12 = 
1
2

,  α21 = - α22 =1, 

α11α22 - α12 α21 = -1 και  

b11 = 1,  b12 = 
1
2

 , b21 = 1, b22 = - 
1
2

. 

Εποµένως  
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Παράδειγµα : Ας υποθέσουµε ότι X1 και X2 είναι  ανεξάρτητες  και ισόνοµες 

τυποποιηµένες κανονικές µεταβλητές. ∆ηλαδή,  X1 ~ N(0,1),  X2 ~ N(0,1). Έστω ότι 

Y1  και Y2  ορίζονται  όπως  και  προηγουµένως.  

Τότε,  
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Προκύπτει, εποµένως, ότι  οι  περιθώριες  κατανοµές  των  µεταβλητών Y1  και Y2  

είναι  

f (y ) f (y , y )dy 1 exp 1
2

(2y ) ,Y 1 Y ,Y 1 2 2 1
2

1 1 2
= = −
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Ισχύει τότε ότι  f , (y , y ) f (y )f (y )Y Y 1 2 Y 1 Y 21 2 1 2
= και,  εποµένως,  οι µεταβλητές  Y1   

και  Y2   είναι  ανεξάρτητες  και   Y1  ~  N(0, 
1
2

), Y2 ~ N(0,2). 

 

 




