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ΕΝΑ - ΠΡΟΣ - ΕΝΑ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ  n ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

 

Γενικεύοντας τα αποτελέσµατα της  προηγούµενης  ενότητας  για την περίπτωση  

n >2, θα λέµε ότι ο µετασχηµατισµός από  το  διάνυσµα x = (x1 , x2 ,..., xn) στο 

διάνυσµα  y = (y1 , y2 , ..., yn)  που  ορίζεται από την σχέση  

yi = gi (x1 , x2 ,..., xn),    i=1,2,...,n 

είναι ένα-προς-ένα, αν υπάρχουν συναρτήσεις hi (y) = hi (y1 , y2 ,...,yn), i = 1, 2, ..., n, 

τέτοιες ώστε  yi = gi (x), i=1,2,...,n  τότε και µόνο τότε αν xi = hi (y), i=1,2,...,n. 

Αν X1 , X2 , ..., Xn  είναι διακριτές  τυχαίες  µεταβλητές  µε  από κοινού συνάρτηση 

πιθανότητας P (x , x , ... , x )X ,X ,...,X 1 2 n1 2 n
, τότε   

P ( ) P , , . . . , (h ( ) , h ( ) , . . . h ( )) .Y ,Y ,...,Y X X X 1 2 n1 2 n 1 2 n
y y y y=  

 

Παράδειγµα : Έστω Y Xi j
j 1

i

=
=
∑ , i=1,2,...,n. Τότε  

xi  = hi (y1 , y2 , …,  yn ) = yi - yi-1  ,   i=2,...,n, 

 

και  

x1 = h1 (y1 , y2 ,...,yn ) = y1. 

Εποµένως,  

P (y ,  y , ... ,  y ) P , , ... , (y ,   y - y , ... ,  y y ).Y ,Y ,...,Y 1 2 n X X X 1 2 1 n n 11 2 n 1 2 n
= − −  

 

Αν οι τυχαίες µεταβλητές X1 , X2 ,..., Xn  είναι συνεχείς  µε  από κοινού συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας f ( )X , X ,..., X1 2 n
x ,  τότε  η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας f ( )Y , Y  ,..., Y1 2 n
y των µεταβλητών Y1 , Y2 ,...,Yn  δίνεται από την σχέση  

)).(h  , ... ),(h  ),((h f )J()(f n21X,...,X,XY,...,Y,Y n21N21
yyyyy =  

Εδώ J(y) παριστάνει την Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού  

 ),(y11 hx =  )),(),...,( yy nn22 hxhx ==  

η οποία είναι ίση µε την ορίζουσα του πίνακα του οποίου  το  (i,j) στοιχείο είναι  

j

i

y 
)(h 

∂
∂ y . 

Παράδειγµα:  Έστω  ( , , )X X X1 2 3  τυχαίο  διάνυσµα  µε   από   κοινού συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας  
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Ας υποθέσουµε ότι επιθυµούµε να προσδιορίσουµε την από κοινού κατανοµή των 

µεταβλητών  

Y
X

X X1
2

1 2

=
+

,  Y
X

X X X2
3

1 2 3

=
+ +

,  Y X X X3 1 2 3= + + . 

 

Παρατηρούµε ότι ο παραπάνω  µετασχηµατισµός  είναι  ένα-προς- ένα, δηλαδή 

υπάρχουν συναρτήσεις h Y Y Yi 1 2 3( , , ),  i=1,2,3,  τέτοιες ώστε X h Y Y Yi i 1 2 3= ( , , ),  

i=1,2,3. Συγκεκριµένα,  

X h Y Y Y Y 1 Y 1 Y1 1 1 2 3 3 1 2= = − −( , , ) ( )( ),    ),(),,( 23132122 Y1YYYYYhX −==  

X h Y Y Y Y Y3 3 1 2 3 2 3= =( , , ) . 

Εποµένως, η Ιακωβιανή του µετασχηµατισµού θα είναι η ορίζουσα  του πίνακα  
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δηλαδή του πίνακα  
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Άρα, η Ιακωβιανή δίνεται από την σχέση  

J y y y y 1 y1 2 3 3
2

2( , , ) ( )= − . 
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Κατά συνέπεια, η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας  πιθανότητας  του  

διανύσµατος  ( , , )Y Y Y1 2 3  είναι  
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Επεκτείνοντας τον ένα-προς-ένα  γραµµικό  µετασχηµατισµό  της προηγούµενης  

ενότητας  στην  περίπτωση  n>2  τυχαίων  µεταβλητών, µπορούµε   να   ορίσουµε   

τον   εξής    πολυµεταβλητό    γραµµικό µετασχηµατισµό, ο οποίος χρησιµοποιείται 

πολύ συχνά στις  πρακτικές εφαρµογές:  

Y α X α X α X1 11 1 12 2 1n n= + + +...  

Y α X α X α X2 21 1 22 2 2n n= + + +...  

   
.
.
.

        
.
.
.

             
.
.
.

       
.
.
.

 

Y α X α X α Xn n1 1 n2 2 nn n= + + +...  

Θα λέµε  ότι  ο  µετασχηµατισµός  αυτός  είναι  αντιστρέψιµος, µη ιδιάζων, ή  ένα-

προς-ένα και  επί,  εάν  υπάρχουν  σταθερές bi j, , i 1 2 n= , ,..., ,   j 1 2 n= , ,..., ,  τέτοιες 

ώστε  y α xi ik k
k 1

n

=
=
∑ ,   i 1 2 n= , ,..., ,  τότε και µόνο τότε εάν x b yi ik k

k 1

n

=
=
∑  , i 1 2 n= , ,..., . 

Στην  περίπτωση αυτή,  
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και J(y) είναι η ορίζουσα  ενός  πίνακα  Β  του  οποίου  το  (i, j) στοιχείο είναι bij   . 

Είναι γνωστό, από την θεωρία  πινάκων,  ότι  η ορίζουσα του πίνακα Β είναι η 

αντίστροφη της ορίζουσας του  πίνακα Α των συντελεστών του γραµµικού 

µετασχηµατισµού. Ο  πίνακας  αυτός των συντελεστών έχει ως (i, j)  στοιχείο  τον  

συντελεστή  α ij   .  Αν detA συµβολίζει την ορίζουσα του  πίνακα  Α,  έπεται  ότι  η  

από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας )(,...,, y
n21 YYYf των 

µετασχηµατισµένων µεταβλητών Y Y Y1 2 n, ,...,   ορίζεται  µέσω  της  από κοινού  

συνάρτησης  πυκνότητας  πιθανότητας  )(,...,, x
n21 XXXf   των αρχικών µεταβλητών 

X X X1 2 n, ,...,   από την σχέση  









= ∑∑∑

===

n

1k
knk

n

1k
k2k

n

1k
k1kXXXYYY yb..., ybybf

detA
1)(f

n21n21
,,,...,,,...,, y . 

Παράδειγµα: Ας υποθέσουµε ότι X X X1 2 3, , είναι αµοιβαία  ανεξάρτητες και 

ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές που  ακολουθούν  την  τυποποιηµένη κανονική   

κατανοµή   Ν(0,1).   Ας   θεωρήσουµε    τον    γραµµικό µετασχηµατισµό              

Y X X X1 1 2 3= + + ,      Y X X2 1 2= − ,     323 XXY −= . 

Τότε  
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και εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί ότι  

    x
y 2y y

31
1 2 3=
+ +

,  x
y y y

32
1 2 3=
− +

,  x
y y 2y

33
1 2 3=
− −

 

και  

                             detA 3= . 

Από  το  γεγονός  ότι X X X1 2 3, ,  είναι  αµοιβαία  ανεξάρτητες  και ισόνοµες N(0,1) 

µεταβλητές, έπεται ότι  
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για κάθε  −∞ < < ∞x x x1 2 3, , . Εποµένως, για κάθε −∞ < < ∞y y y1 2 3, ,  , 
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