Ŕĺęľęčęåàľđ ąŸă ŚńęőŸľńăąá čęďńâćŸ ŔŸďĲğăľńđčăŸąâł ğŸĺŸŻæľĲăł Őăąęďęčăąæ ŔŸďĲğăľńãčăę Ă§đďéď ŠčãčŸ ŚńŸńăľńăąãł

Ŕâńĺęł ČĲććŸğæĺńŸł

ŐąńéŹĺăęł 1994

ŔĲĺăĲőæčĲďŸ

1 ĎăľŸŽàŽã 13 1.1 ŚńęőŸľńăąã ğĺęľęčęåàľđ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13 1.2 Ŕă§Ÿďę§Ĳàĺđńăąæ ňğæŹŸ§ĺę : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14 1.3 ŔĲĺăŽĺŸŋã ńęň čŸ§ãčŸńęł-ĂďŸŋęĺâł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15

2 ŔŸĺŸŽàŽã ęčęăæčęĺŋàď ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď 17 2.1 ĂďŸŽàŽăąâł ŽĲďďãńĺăĲł (ŕĲňŻę-)ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď : : : : : : : : : : : : : : : : 17 2.2 ĎćĲŽőęă ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21 2.2.1 ĎăľŸŽàŽã : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21 2.2.2 ’ĎćĲŽőęă ŽăŸ ńňőŸåŸ ŕđŋåŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21 2.2.3 ’ĎćĲŽőęł ľňőďæńđńŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22 2.2.4 ŚĲăĺăŸąæł âćĲŽőęł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22 2.2.5 ’ĎćĲŽőęł őáľčŸńęł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23 2.2.6 ’ĎćĲŽőęł ’POKER’ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23 2.2.7 ’ĎćĲŽőęł čĲńŸ§âľĲàď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24 2.3 Ńâ§ęŻęă ğŸĺŸŽàŽãł ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25 2.3.1 ĎăľŸŽàŽã : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25 2.3.2 Ę čâ§ęŻęł ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 25 2.3.3 Ńâ§ęŻęł ńđł Ÿğæĺĺăŕđł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 26 2.3.4 Ńâ§ęŻęł ńđł ľçď§Ĳľđł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30 2.3.5 Ńâ§ęŻęă Ąox-M-uller ąŸă Polar-Marsaglia : : : : : : : : : : : : : : : : 31 2.3.6 ŔŸĺŸŽàŽã ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď Ÿğæ ŻăŸąĺăńâł ąŸńŸďęčâł : : : : : : : 33

3 ŠĲőďăąâł Ĳćáńńàľđł ŻăŸľğęĺáł ąŸă ęćęąćãĺàľđł Monte Carlo 37 3.1 Monte Carlo ęćęąćãĺàľđ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37 3.2 ČĲăŽčŸńęćđŕåŸ ľğęňŻŸăæńđńęł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41 3.3 Ăďńå§ĲńĲł ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43 3.4 ŠňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł ĲćâŽőęň : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45 3.5 4 ńĺæğęă Ĳąńåčđľđł ńęň ęćęąćđĺéčŸńęł (3.3) : : : : : : : : : : : : : : : : : : 48

4 ŔŸĺŸŽàŽã ĲěŸĺńđčâďàď ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď 50 4.1 ČăŸńĲńŸŽčâďę ŻĲåŽčŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50 4.1.1 Ńâ§ęŻęł ńđł Ÿąęćęň§åŸł : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50 5

6 ŔĎŘĹĎŢŐŃĎŇĂ

4.1.2 Ďą§Ĳńăąá ŻăŸľńãčŸńŸ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51 4.2 ŔęćňčĲńŸŹćđńã ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52 4.3 Ăďâćăěđ Poisson : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53 4.4 ĂćňľåŻĲł Markov : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 54 4.4.1 ĹŻăæńđńĲł ńđł ŸćňľåŻŸł Markov : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 54 4.4.2 Ő ŸćŽæĺă§čęł Metropolis : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 56 4.4.3 ĎŋŸĺčęŽã ľńę ğĺæŹćđčŸ ńęň ńŸěăŻăéńđ ğàćđńã : : : : : : : : : : : : : 56 4.4.4 ĂćŽæĺă§čęł ńęň ŻĲăŽčŸńęćãğńđ Gibbs : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57 4.5 ŠňőŸåŸ ğĲŻåŸ Markov : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59 4.6 ĆăŸńă ľňŽąćåďĲă ę ŻĲăŽčŸńęćãğńđł Gibbs; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61

5 ĂľąãľĲăł 63 5.1 ĂľąãľĲăł 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63 5.2 ĂľąãľĲăł 2 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 65 5.3 ĂľąãľĲăł 3 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 66 5.4 ĂľąãľĲăł 4 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67 5.5 ĂľąãľĲăł 5 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68 5.6 ĂľąãľĲăł 6 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69 5.7 ĂľąãľĲăł 7 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70

Ńâĺęł A ĞĎŮŘĹĂ

ĽĲŋáćŸăę 1

ĎăľŸŽàŽã

1.1 ŚńęőŸľńăąã ğĺęľęčęåàľđ

• Šå ĲåďŸă ğĺęľęčęåàľđ;

Ŕĺęľæčęăęł: ŚőĲŻæď æčęăęł, ğŸĺĲčŋĲĺãł,... Simulate: Pretend to be, act like,...

• Šă ĲåďŸă ľńęőŸľńăąã ğĺęľęčęåàľđ;

1. Ę čåčđľđ ńđł ľňčğĲĺăŋęĺáł Ĳďæł (ğĲĺåğćęąęň) čęďńâćęň ğă§ŸďæńđńŸł 2. Ę őĺãľđ ľńęőŸľńăąéď ńĲőďăąéď ŽăŸ ńđď čĲćâńđ čđ ľńęőŸľńăąéď čŸ§đčŸńăąéď ğĺę- Źćđčáńàď

• ŔŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ

1. { ŚňľńãčŸńŸ ęňĺéď (čŸŽŸİăá, ďęľęąęčĲåŸ, ŸĲĺęğćáďŸ, ŻåąńňŸ ňğęćęŽăľńéď) { ĎğăŻđčåĲł (ĹćŸĺá, ćçľľŸ, AIDS, ŸĺĺéľńăĲł ŋňńéď) { Ŕćđ§ňľčęå İéàď { ĽŸńŸďęčã ąáğęăŸł ğŸĺáěĲďđł ŚńŸńăľńăąãł ľňďáĺńđľđł { Šę ğĺæŹćđčŸ ńęň Sylvester: 4 ľđčĲåŸ ĲåďŸă ńňőŸåŸ ľĲ âďŸ ąçąćę, ğęăá ĲåďŸă đ ğă§ŸďæńđńŸ æńă đ ąňĺńã ğĲĺåčĲńĺęł ĲåďŸă ńĺåŽàďę;

{ ĂğæľńŸľđ ńđł čăąĺæńĲĺđł ŽĲăńęďăáł: Ň ľđčĲåŸ ńęğę§ĲńęçďńŸă ńňőŸåŸ ľńę čęďŸŻăŸåę ńĲńĺáŽàďę (Żđć. âďŸ ľđčĲåę âőĲă ľňďńĲńŸŽčâďĲł x; y čĲ x; y ∈ [0; 1]), ąŸă âľńà d đ čăąĺæńĲĺđ ŸğæľńŸľđ čĲńŸěç 2 ľđčĲåàď. Ŕęăá đ ąŸńŸďęčã ńęň d; Ŕęććâł ĲŋŸĺčęŽâł ľńđď ĂľńĺęďęčåŸ, ŐăąęćęŽåŸ ąćğ, ĲăŻăąá Ÿď ńŸ x,y ğĺęâĺőęďńŸă Ÿğæ ŻăčĲńáŹćđńđ ąŸďęďăąã, Poisson ąćğ.

{ ’ĎĺĲňďŸ ŽăŸ Ÿľňčğńęńăąã ľňčğĲĺăŋęĺá { ĽŸńŸďęčã ĲąńăčãńĺăŸł čĲŽåľńđł ğă§ŸďęŋáďĲăŸł

{ ĽĲďńĺăąæ ęĺăŸąæ §ĲéĺđčŸ { Ăď§ĲąńăąæńđńŸ: ĎňŸăľ§đľåŸ ľňčğĲĺŸľčŸńęćęŽåŸł ľĲ ňğę§âľĲăł 2. { ŞğęćęŽăľčæł ğĲĺăğćæąàď ęćęąćđĺàčáńàď (Ăĺă§čđńăąã Ÿďáćňľđ) { Šę ğĺæŹćđčŸ ńęň ńŸěăŻăéńđ ğàćđńã: Şğáĺőęňď n ğæćĲăł, ąŸă âďŸł ğàćđńãł ğĺâğĲă ďŸ ĲğăľąĲŋ§Ĳå čåŸ ŋęĺá čæďę ńđď ąá§Ĳ čåŸ, čĲ ąáğęăŸ ľĲăĺá. Šę ąæľńęł čĲńŸŋęĺáł Ÿğæ ńđď ğæćđ i ľńđď ğæćđ j ĲåďŸă d(i; j). ĚđńĲåńŸă đ ęăąęďęčăąæńĲĺđ ŻăŸŻĺęčã.

1.2 Ŕă§Ÿďę§Ĳàĺđńăąæ ňğæŹŸ§ĺę

ĞĲàĺĲåńŸă æńă ęă ğŸĺŸąáńà âďďęăĲł ĲåďŸă Žďàľńâł. Śńđď ľňďâőĲăŸ ńàď ľđčĲăéľĲàď §Ÿ ŽåďĲńŸă ŸďŸŋęĺá ľńăł âďďęăĲł Ÿňńãł ńđł ĲďæńđńŸł, ğĺęèğę§âńęďńŸł æńă ę ŸďŸŽďéľńđł ńăł âőĲă ğćãĺàł ąŸńŸďęãľĲă.

• ŠňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã X, ľňďáĺńđľđ ğňąďæńđńŸ ğă§ŸďæńđńŸł (ľ.ğ.ğ.) f_X (x). • Ă§ĺęăľńăąã ľňďáĺńđľđ ąŸńŸďęčãł (Ÿ.ľ.ą.) F_X (x) • ŠňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł X_1; . . . X_n

{ Ăğæ ąęăďęç ğňąďæńđńŸ f(x) = f(x_1; . . . ; x_n) { ŔĲĺă§éĺăĲł ąŸńŸďęčâł ğă§ŸďæńđńŸł { ČĲľčĲňčâďĲł ąŸńŸďęčâł ğă§ŸďæńđńŸł • Řęğâł ą-ńáěĲàł: —_» = E(X^»); » = 1; 2; . . . • ŘęğęŽĲďďãńĺăĲł: M_X (t) = E(e^{tX} )

{ Řęğâł čĲ ŻăŸŋęĺęğęåđľđ ąŸă t = 0 { Ă§ĺęåľčŸńŸ ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď

Y = X_1 + X_2 + . . . + X_n M_Y (t) =

∏_n

i=1 M_{Xi} (t) • ŃĲńŸľőđčŸńăľčęå čăŸł ńňőŸåŸł čĲńŸŹćđńãł: Y = g(X) (1 − 1) F_Y (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y) = P (X ≤ g^{−1}(y)) = F_X (g^{−1}(y)) ĂĺŸ f_Y (y) = f_X (g^{−1}(y)) | | |^d_{dy} g^{−1}(y) | | | • ŃĲńŸľőđčŸńăľčęå Żçę ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď:

Y_1 = g_1(X_1; X_2), Y_2 = g_2(X_1; X_2) f_{Y1 ;Y2} (y_1; y_2) = f_{X1;X2} (g^{−1}_1 (y_1; y_2); g^{−1}_2 (y_1; y_2)) |J|

1.3. ŔĲĺăŽĺŸŋã ńęň čŸ§ãčŸńęł-ĂďŸŋęĺâł 15

æğęň J, đ ĹŸąàŹăŸďã ęĺåİęňľŸ, ŻåďĲńŸă Ÿğæ ńđď ľőâľđ J = | | | | | @x_1 @y_1

@x_1 @y_2 @x_2 @y_1

@x_2 @y_2 | | | | | 1.3 ŔĲĺăŽĺŸŋã ńęň čŸ§ãčŸńęł-ĂďŸŋęĺâł

Šę čá§đčŸ ąŸćçğńĲă ńŸ Ĳěãł §âčŸńŸ:

• ŠňőŸåęă Ÿĺă§čęå ąŸă đ ğŸĺŸŽàŽã ńęňł

• Ăğæąńđľđ ąŸńŸďęčéď čĲ čĲńŸľőđčŸńăľčæ ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď

• ’ĎćĲŽőęł ğęăæńđńŸł ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď

• Ŕĺęľęčęåàľđ ľńęőŸľńăąéď čęďńâćàď

• ĎŋŸĺčęŽâł

ŔĺęńĲăďæčĲďĲł ŸďŸŋęĺâł ĲåďŸă

• Byron J T Morgan (1984), Elements of Simulation; Chapman and Hall.

• Brian D Ripley (1987), Stochastic Simulation; John Wiley and Sons.

• John Dagpunar (1988), Principles of Random Variate Generation; Oxford University Press.

16

ĽĲŋáćŸăę 2 ŔŸĺŸŽàŽã ęčęăæčęĺŋàď ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď

2.1 ĂďŸŽàŽăąâł ŽĲďďãńĺăĲł (ŕĲňŻę-)ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď

ĞĲàĺęçčĲ ńđď ŸďŸŽàŽã x_{n+1} = (ax_n + b) mod m; n = 0; 1; 2; . . . ; (2:1) æğęň

• x_0: ľğæĺęł (Ÿĺőăąã ńăčã) • m: čâńĺę (modulus) • b: ŹãčŸ (Ÿçěđľđ) • a: ğęććŸğćŸľăŸľńãł ąŸă ńŸ x_0; m; b; a ĲåďŸă §Ĳńăąęå ŸąâĺŸăęă, čĲ x_0; b; a ∈ {0; 1; . . . ; m − 1}. ’Ďńľă ęĺåİĲńŸă čåŸ ąćáľđ "ŽĲďďđńĺăéď" Ÿĺă§čéď x_0; x_1; . . ., æğęň x_i ∈ {0; 1; . . . ; m − 1}. Ăď İđńęçčĲ ńăčâł ľńę (0,1), ńæńĲ u_n = x_n m ⇒ u_n ∈ (0; 1) ŽăŸ ąá§Ĳ ŸąâĺŸăę n.

ĹČĎĂ: Ăď m ĲåďŸă ğęćç čĲŽáćę, čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ x_0; b; a ńâńęăŸ éľńĲ ńŸ ğŸĺŸŽæčĲďŸ u_i; i = 1; 2; . . . ďŸ "čęăáİęňď" čĲ ğŸĺŸŽæčĲďęňł ńňőŸåęňł Ÿĺă§čęçł Ÿğæ ńđď ęčęăæčęĺŋđ ąŸńŸďęčã U(0; 1);

ĎăŻăąâł ğĲĺăğńéľĲăł

• ŔęććŸğćŸľăŸľńăąâł ŽĲďďãńĺăĲł: b = 0, x_{n+1} = ax_n mod m • Ńăąńâł ŽĲďďãńĺăĲł: b ≠ 0, x_{n+1} = (ax_n + b) mod m

ŔŸĺŸńđĺãľĲăł

1. ČĲŻęčâďàď x_0; x_1; :::; x_n, čĲććęďńăąâł ńăčâł ĲåďŸă ĲďńĲćéł ąŸ§àĺăľčâďĲł Ÿğæ ńđď x_n. 2. ŠŸ x_0; x_1; :::; x_m ŻĲď čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ŻăŸąĺăńá. 3. Şğáĺőęňď ąáğęăŸ i; k ńâńęăŸ éľńĲ x_i = x_{i+k} 4. ŠŸ x_i; x_{i+1}; :::; x_{i+k−1} ĲğŸďŸćŸčŹáďęďńŸă.

ŚňďĲğéł đ ŸďŸŽàŽăąã ŽĲďďãńĺăŸ (2.1) ğŸĺáŽĲă čåŸ ğĲĺăęŻăąã Ÿąęćęň§åŸ čĲ ğĲĺåęŻę đ ąçąćę k ≤ m. ŃğęĺęçčĲ ďŸ âőęňčĲ k = m §âńęďńŸł, ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ a = 1; b = 1 (ęă ğŸĺŸŽæčĲďęă Ÿĺă§čęå æčàł ŻĲď ĲåďŸă ĽĂĞŐŁŐŞ ńňőŸåęă!). Ăď đ ŽĲďďãńĺăŸ ĲåďŸă ğęććŸğćŸľăŸľńăąã, ńæńĲ ăľőçĲă k ≤ m − 1 (ğĺęľâěńĲ ńę 0!). ĽĺăńãĺăŸ ĲğăćęŽãł x_0; a; b; m

• ĎçąęćĲł ğĺáěĲăł: ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ m = 10^a. ŠæńĲ 276623242 mod 10^5 = 23242 Śńęď ňğęćęŽăľńã, ćæŽà ńęň ŻňŸŻăąęç ľňľńãčŸńęł, m = 2^p ąŸă âőęňčĲ 1010001000101011101 mod 2^8 = 01011101 • ĎğăİđńęçčĲ čĲŽáćđ ğĲĺåęŻę k(≤ m). Šę k ĲěŸĺńáńŸă Ÿğæ ńđď ĲğăćæŽã æćàď ńàď ľńęăőĲåàď ńđł ŽĲďďãńĺăŸł x_0; a; b; m. Śńę Ÿąæćęň§ę ğŸĺáŻĲăŽčŸ ę ľğæĺęł ĲğđĺĲáİĲă ńę čãąęł ńđł ğĲĺăæŻęň:

m = 2^4, a = 5, b = 4: x_{n+1} = 5x_n + 4 mod 16 x_0 = 0 0; 4; 8; 12; 0; . . . k = 4 x_0 = 1 1; 9; 1; 9; . . . k = 2 x_0 = 3 3; 3; . . . k = 1 ŃŸ§đčŸńăąâł ăŻăæńđńĲł ŽĲďďđńĺăéď ĞĲéĺđčŸ 1 ŃăŸ ŸďŸŽàŽăąã ŽĲďďãńĺăŸ ńđł čęĺŋãł (2.1) âőĲă ğćãĺđ ğĲĺåęŻę k = m Ĳáď ąŸă čæďę Ĳáď 1. b ąŸă m ŻĲď âőęňď ąęăďęçł ğŸĺáŽęďńĲł Ĳąńæł ńęň 1. 2. a = 1 mod p ŽăŸ ąá§Ĳ ğĺéńę ğŸĺáŽęďńŸ p ńęň m. 3. a = 1 mod 4 Ÿď ńę 4 ŻăŸăĺĲå ńęď m.

ŔæĺăľčŸ 1 Ăď m ĲåďŸă ğĺéńęł, ğćãĺđł ğĲĺåęŻęł ĲğăńňŽőáďĲńŸă čæďę Ÿď Ÿ = 1.

2.1. ĂďŸŽàŽăąâł ŽĲďďãńĺăĲł (ŕĲňŻę-)ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď 19

ĞĲéĺđčŸ 2 ŃåŸ ğęććŸğćŸľăŸľńăąã ŽĲďďãńĺăŸ ńđł čęĺŋãł (2.1) čĲ m = 2^b ≥ 16 âőĲă čâŽăľńđ ğĲĺåęŻę m=4 Ĳáď ąŸă čæďę Ĳáď a mod 8 = 3 đ a mod 8 = 5, ąŸă x_0 ĲåďŸă ğĲĺăńńæł Ÿĺă§čæł.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 1 ĄáľĲă ńęň §ĲàĺãčŸńęł 1, Ÿď m = 2^k , (3) ľňďĲğáŽĲńŸă æńă a = 4c + 1 ŽăŸ ąáğęăę §Ĳńăąæ ŸąâĺŸăę c. Ďğăğćâęď, a Ÿňńãł ńđł čęĺŋãł ăąŸďęğęăĲå Ĳğåľđł ńđď (2). Šâćęł, đ (1) ăąŸďęğęăĲåńŸă ĲçąęćŸ Ÿď §âľęňčĲ b âďŸď ęğęăęŻãğęńĲ ğĲĺăńńæ Ÿĺă§čæ.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 2 ĄáľĲă ńęň §ĲàĺãčŸńęł 2, čåŸ ąŸńáććđćđ ĲğăćęŽã ńęň a ĲåďŸă đ a = 5^{2q+1}; q = 0; 1; 2; . . ., ŽăŸńå

5^{2q+1} mod 8 = (1 + 4)^{2q+1} mod 8 = 1 + 4(2q + 1) mod 8 = 5 mod 8

ĂĺŸ ğęććŸğćŸľăŸľńăąâł ŽĲďďãńĺăĲł ńđł čęĺŋãł x_{n+1} = 5^{2q+1}x_n mod 2^˛ âőęňď ğĲĺåęŻę 2^{˛−2}. ŠâńęăŸ ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ ŽĲďďđńĺăéď ğęň âőęňď őĺđľăčęğęăđ§Ĳå ľńę ğŸĺĲć§æď ĲåďŸă a˛ 5^{13} 36; 39 5^{17} 40; 42; 43

ŠŸ ŸďàńâĺŸ §ĲàĺãčŸńŸ ŻĲåőďęňď ńĺæğęňł ĲçĺĲľđł ŽĲďďđńĺăéď čĲ čĲŽáćĲł ğĲĺăæŻęňł, Ÿććá čğęĺęçčĲ ďŸ ŻĲő§ęçčĲ ľęŹŸĺá čåŸ ŸďŸŽàŽăąã ŽĲďďãńĺăŸ čĲ ğĲğĲĺŸľčâďđ ğĲĺåęŻę; ĆăŸ ďŸ ąŸńŸŻĲåěęňčĲ æńă ęă Ÿďàńâĺà ğĲĺåęŻęă ĲåďŸă ăąŸďęğęăđńăąâł ŽăŸ ğĺŸąńăąęçł ćæŽęňł, Ÿł ňğę- §âľęňčĲ æńă őĺđľăčęğęăęçčĲ, ľçčŋàďŸ čĲ ńę ńĲćĲňńŸåę ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ˛ = 43, áĺŸ đ ğĲĺåęŻęł ĲåďŸă 2^{41}. ŃĲ ğŸĺŸŽàŽã 1000 Ÿĺă§čéď ńę ŻĲňńĲĺæćĲğńę, đ Ÿąęćęň§åŸ ŻĲď §Ÿ ĲğŸďŸćđŋ§Ĳå ŽăŸ > 63 őĺæďăŸ!

Ńãğàł đ čĲŽáćđ ğĲĺåęŻęł ŻĲď ĲåďŸă ŸĺąĲńã; ŔĺęŋŸďéł ŻĲď ĲåďŸă ńę čæďę ğęň őĺĲăŸİæčŸľńĲ, ŽăŸńå §Ÿ §âćŸčĲ ľåŽęňĺŸ, ŽăŸ ďŸ ĲğăńçőęňčĲ ńňőŸăæńđńŸ, ďŸ ŸğęŋçŽęňčĲ ăŻăæńňğęňł "ľőđčŸńăľčęçł" ľňľőĲńåľĲàď čĲńŸěç ľňďĲőęčâďàď ŸďĲěŸĺńãńàď ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď. Ăł ŻęçčĲ âďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ æğęň ŻđčăęňĺŽĲåńŸă âďŸ ńâńęăę ğĺæŹćđčŸ:

Ăł §ĲàĺãľęňčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ

x_{n+1} = 5x_n mod (m)

ŠæńĲ čğęĺĲå ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă

x_{n+1} = 5x_n − h_im; h_i ∈ 0; 1; 2; 3; 4

Ę Ÿďàńâĺà ľőâľđ ľňďĲğáŽĲă æńă ľňďĲőæčĲďĲł ńăčâł Żåďęňď ąŸĺńĲľăŸďâł ľňďńĲńŸŽčâďĲł ľđčĲåàď ğęň ŹĺåľąęďńŸă ğáďà ľĲ čåŸ Ÿğæ 5 ŽĺŸččâł. Őľę čĲŽŸćçńĲĺę ĲåďŸă ńę m, ńæľę ğĲĺăľľæńĲĺę đ Ÿąęćęň§åŸ ńàď Ÿĺă§čéď §Ÿ ğŸĺŸčĲåďĲă ğáďà ľĲ čåŸ Ÿğæ ńăł ŽĺŸččâł ğĺăď čĲńŸąăďđ§Ĳå ľĲ áććđ. ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 3 ĆăŸ ąáğęăę čăąĺæ m, ğ.ő. m = 11; x_0 = 1, âőęňčĲ ŸććŸŽâł ŽĺŸččãł ąá§Ĳ ŋęĺá:

x_1 = 5; x_2 = 3; x_3 = 4; x_4 = 9; x_5 = 1

ĆăŸ ąáğęăę čĲŽáćę m, ğ.ő. m = 1000; x_0 = 1, âőęňčĲ

x_1 = 5; x_2 = 25; x_3 = 125; x_4 = 625; x_5 = 125

ČđćŸŻã ńŸ x_1; . . . ; x_4 ĲåďŸă æćŸ ľńđď Ĳň§ĲåŸ x_{n+1} = 5x_n, Ĳďé čĲńá ľňďĲőæčĲďĲł ńăčâł ĲďŸććáľęďńŸă čĲńŸěç x_{n+1} = 5x_n ąŸă x_{n+1} = 5x_n − 3 × (m = 1000) = 5x_n − 3000

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 4 Ę IBM őĺđľăčęğęăęçľĲ (ĹĄŃ 360/370, PDP II) ńđď ŽĲďďãńĺăŸ "RANDU", ğęň ŻåďĲńŸă Ÿğæ ńđď ŸďŸŽàŽăąã ľőâľđ:

x_{n+1} = (2^{16} + 3)x_n mod 2^{31}

ŠæńĲ, ŽăŸ ŸąâĺŸăęňł c_1; c_2; c_3; c_4, âőęňčĲ:

x_{n+1} = (2^{16} + 3)x_n + c_12^{31} x_{n+2} = [(2^{16} + 3)x_n + c_12^{31}](2^{16} + 3) + c_22^{31} = (2^{16} + 3)^2x_n + c_12^{31}(2^{16} + 3) + c_22^{31} = 2^{32}x_n + 6 · 2^{16}x_n + 9x_n + c_12^{31}(2^{16} + 3) + c_22^{31} = (6 · 2^{16} + 9)x_n + 2^{31}(2x_n + c_1(2^{16} + 3) + c_2) = 6(2^{16} + 3)x_n − 9x_n + c_32^{31} = 6x_{n+1} − 9x_n + c_42^{31}

’Ďľńà u_n =^{xn}_{231} . ŠæńĲ

u_{n+2} = 6u_{n+1} − 9u_n + c_4

Ăğæ ńđď ğŸĺŸğáďà ľőâľđ, ğęň ŻđćéďĲă æńă ę u_{n+2} − 6u_{n+1} + 9u_n ĲåďŸă ŸąâĺŸăęł, ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ľňďĲőæčĲďĲł ńĺăáŻĲł Ÿğæ ňğę§Ĳńăąá ńňőŸåęňł Ÿĺă§čęçł ŹĺåľąęďńŸă ľĲ ňğĲĺĲğåğĲŻŸ ńęň čęďŸŻăŸåęň ąçŹęň. ĂĺŸ, Ÿď ěâĺęňčĲ ńŸ (u_{n−2}; u_{n−1}), to u_n ŻĲď ĲåďŸă ńæľę ńňőŸåę!

2.2 ĎćĲŽőęă ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď

2.2.1 ĎăľŸŽàŽã

’ĎőęňčĲ ŻĲå ğàł čğęĺęçčĲ ďŸ ąŸńŸľąĲňáľęňčĲ Ÿąęćęň§åĲł ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď čĲ čĲŽáćđ ğĲĺåęŻę, Ÿććá ğŸĺáŽęňď Ÿňńâł ęă Ÿąęćęň§åĲł Ÿĺă§čęçł ğęň "čęăáİęňď" čĲ ğĺŸŽčŸńéľĲăł čăŸł ŸďĲěáĺńđńđł ęčęăæčęĺŋđł ńňőŸåŸł čĲńŸŹćđńãł; Şğáĺőęňď ŻăáŋęĺŸ ĲåŻđ ĲćâŽőàď ńňőŸåàď Ÿĺă§- čéď ğęň čğęĺęçčĲ ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ŽăŸ ďŸ ŸğŸďńãľęňčĲ ńę ğŸĺŸğáďà ĲĺéńđčŸ. Ďď ŽâďĲă, ŻăŸŋęĺĲńăąęå âćĲŽőęă ŸğŸďńęçď ľĲ ŻăŸŋęĺĲńăąá ĲĺàńãčŸńŸ, ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ čğęĺĲå ďŸ čŸł ĲďŻăŸŋâĺĲă ę âćĲŽőęł "Ŕæľę ľňőďá ĲčŋŸďåİęďńŸă ęĺăľčâďŸ ŕđŋåŸ", ąŸă ďŸ ŸŽďęãľęňčĲ ńę ĲĺéńđčŸ "Ŕęăá đ Ĳěáĺńđľđ čĲńŸěç ľňďĲőæčĲďàď İĲňŽŸĺăéď, ńĺăáŻàď, ńĲńĺáŻàď ąćğ". ŠæńĲ, ňğáĺőĲă ę ąåďŻňďęł ďŸ ŻĲő§ęçčĲ čåŸ čăąńã ŸďŸŽàŽăąã ŽĲďďãńĺăŸ čĲ Ÿ = 1; Ź = 1 ęğęň ńŸ ŕđŋåŸ ĲčŋŸďåİęďńŸă čĲ ľàľńã ľňőďæńđńŸ, Ÿććá ĲåďŸă (ŔŐŁŞ!) ĲěŸĺńđčâďŸ čĲńŸěç ńęňł.

ŔŸĺŸńđĺãľĲăł

1. ŁæŽà ńđł ŋçľđł ńàď ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď, čĲĺăąâł Ÿąęćęň§åĲł §Ÿ Ÿğęĺĺăŋ§ęçď ľåŽęňĺŸ Ÿğæ ąáğęăęď âćĲŽőę ęčęăęčęĺŋåŸł.

2. ŃğęĺĲå ľĲ čåŸ ğćãĺđ ğĲĺåęŻę ąáğęăęł âćĲŽőęł ďŸ ŻĲåőďĲă æńă ęă ăŻăæńđńĲł ńđł Ÿąęćęň§åŸł ĲåďŸă ąŸćâł, Ÿććá Ÿňńę ďŸ čđď ľňčŹŸåďĲă ľńđď åŻăŸ Ÿąęćęň§åŸ Ÿď őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ąáğęăę ňğęľçďęćę ńđł ğĲĺăæŻęň.

3. Şğáĺőęňď §Ĳàĺđńăąęå âćĲŽőęă ŽăŸ âćĲŽőę ŸďĲěŸĺńđľåŸł ľňďĲőæčĲďàď ą-áŻàď ŽăŸ čăąĺá ą, ğő ŻĲł B. Ripley (1987), Stochastic Simulation, John Wiley and Sons, NY.

4. Őă âćĲŽőęă ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď ĲåďŸă Ĳğåľđł őĺãľăčęă ľŸď ńĺæğęă ĲćâŽőęň æńă đ ŽĲďďãńĺăŸ âőĲă ğĺęŽĺŸččŸńăľ§Ĳå/ňćęğęăđ§Ĳå Ĳğăńňőéł.

2.2.2 ’ĎćĲŽőęă ŽăŸ ńňőŸåŸ ŕđŋåŸ

Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă âőęňčĲ n Ÿĺă§čęçł ğęň ğŸĺãő§đľŸď Ÿğæ ąáğęăŸ ŽĲďďãńĺăŸ ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď.

ĎğŸďáćđŕđ: ffl^2 âćĲŽőęł ąŸćãł ğĺęľŸĺčęŽãł: ’Ďľńà æńă ŸğęńĲćâľčŸńŸ Ÿďãąęňď ľĲ Ň ğă§Ÿďâł ąŸńđŽęĺåĲł, ąŸă ĲåďŸă ľńŸńăľńăąá ŸďĲěáĺńđńŸ. Ďğåľđł, âľńà æńă ňğáĺőęňď ğŸĺŸńđĺęçčĲďęă Ÿĺă§čęå ˝_1; ˝_2; . . . ; ˝_N , čĲ ˚˝_i = n. Ę (čđŻĲďăąã) ňğæ§Ĳľđ ŽăŸ ğŸĺŸŽàŽã ŻĲŻęčâďàď čŸł ĲğăńĺâğĲă, ŹáľĲă ńęň čęďńâćęň ğęň ňğę§âńęňčĲ æńă ğŸĺáŽĲă ńŸ ŻĲŻęčâďŸ, ńęď ňğęćęŽăľčæ ŸďŸčĲďæčĲďàď ńăčéď ľĲ ąá§Ĳ ąŸńđŽęĺåŸ A_1; A_2; . . . ; A_N , čĲ

∑_N

i=1 A_i = n. ŠæńĲ, đ ľńŸńăľńăąã ľňďáĺńđľđ ĲćâŽőęň ĲåďŸă ffl =

∑_N i=1 (�_i −A_i )^2 A_i .

ČăŸăľ§đńăąá, Ÿď đ ľńŸńăľńăąã ľňďáĺńđľđ ĲåďŸă čĲŽáćđ, ňğáĺőęňď ňğęŕåĲł ŽăŸ ńđď čđŻĲďăąã ňğæ§Ĳľđ. Ăď ĲåďŸă ğęćç čăąĺã, ňğáĺőęňď ğáćă ňğęŕåĲł (!), ńŸ ŸďŸčĲďæčĲďŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ĲåďŸă ğęćç ąŸćá. ŚňďĲğéł, ąŸńáććđćęă âćĲŽőęă ĲåďŸă ęă ŻåğćĲňĺęă. Ăł őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńę Žďéĺăčę (Ÿďńă-)ğŸĺáŻĲăŽčŸ ŸďŸŽàŽăąãł čăąńãł ŽĲďďãńĺăŸł čĲ Ÿ = 1; Ź = 1. Ę čđŻĲďăąã ňğæ§Ĳľđ ăąŸďęğęăĲåńŸă ŽăŸńå ňğáĺőĲă ę ŸąĺăŹãł Ÿĺă§čæł ŕđŋåàď Ÿďá ąŸńđŽęĺåŸ ľĲ čåŸ ğćãĺđ ğĲĺåęŻę, ąŸă Ÿď őĺđľăčęğęăãľęňčĲ čęďæğćĲňĺę âćĲŽőę §Ÿ ŻĲő§ęçčĲ (ćŸď§ŸľčâďŸ) ńđď čđŻĲďăąã ňğæ§Ĳľđ.

Ľáńà Ÿğæ ńđď čđŻĲďăąã ňğæ§Ĳľđ, ąŸă ąŸ§éł n → ∞, ăľőçĲă æńă ffl ∼ ffl^2_{N −1}. Őă Ň ąŸńđŽęĺåĲł ĲåďŸă Ÿň§ŸåĺĲńĲł, Ÿććá âďŸł ŽĲďăąæł ąŸďæďŸł ğęň ğĺâğĲă ďŸ ğĺęľĲő§Ĳå ĲåďŸă æńă A_i ≥ 5.

ŚđčĲåàľđ: ĂľŋŸćéł Ÿňńęå ęă âćĲŽőęă §Ÿ Ÿğęńçőęňď ğĲĺăľńŸľăŸąá ąŸńá ńçőđ. ŚĲ ľęŹŸĺâł âĺĲňďĲł ĲåďŸă ąŸćã ăŻâŸ ďŸ ŻęąăčáľęňčĲ ĲćâŽőęňł ľĲ čĲŽáćę Ÿĺă§čæ čđ ŸććđćęĲğăąŸćňğńęčâďàď Ÿąęćęň§ăéď.

2.2.3 ’ĎćĲŽőęł ľňőďæńđńŸł

ĎěĲńáİĲńŸă Ÿď ńŸ 10 ŕđŋåŸ ĲčŋŸďåİęďńŸă čĲ åŻăŸ ľňőďæńđńŸ. ’ĎőęňčĲ Ň = 10, ğŸĺŸńđĺęçčĲďĲł ńăčâł ˝_0; ˝1; . . . ; ˝_9 ąŸă ŸďŸčĲďæčĲďĲł ńăčâł A_0 = n=10; A_1 = n=10; . . . ; A_9 = n=10. ŚňŽąĺåďęňčĲ ńę_9 ∑ i=o (˝_i − n=10)^2 n=10

čĲ ńđď ğĲĺăęőã ęňĺáł ńđł ffl^2_9 ąŸńŸďęčãł. ŚđčĲăéďęňčĲ æńă ŸąæčŸ ąŸă Ÿď ŻĲď ŸğęĺĺåŕęňčĲ ńđď čđŻĲďăąã ňğæ§Ĳľđ, Ÿňńæł ę âćĲŽőęł ŻĲď ğĲĺăâőĲă ąŸččåŸ ğćđĺęŋęĺåŸ ŽăŸ ńđď Żęčã ńđł Ĳěáĺńđľđł. Šâćęł, Ÿł ŻęçčĲ ğàł ľňčğĲĺăŋâĺĲńŸă Ÿňńæł ę âćĲŽőęł ľńŸ ŻĲąŸŻăąá ŕđŋåŸ ńęň e = 2:71828 . . .. ĆăŸ ńŸ ğĺéńŸ 2000 ŕđŋåŸ âőęňčĲ ffl = 1:06 < ffl^2_9(:001), áĺŸ ňğáĺőęňď ăľőňĺâł ĲďŻĲåěĲăł ŽăŸ ďŸ ŸğęĺĺåŕęňčĲ ńđď čđŻĲďăąã ňğæ§Ĳľđ (ńę ffl ĲåďŸă ğęćç čăąĺæ!). Ăď ŻęçčĲ ńŸ ğĺéńŸ 10000 ŕđŋåŸ, ńæńĲ ffl = 8:61 ≃ E(ffl^2_9) = 9 ğęň ĲåďŸă æńă ğĲĺåğęň ğĲĺăčâďęňčĲ ľĲ ŻĲåŽčŸ ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď.

2.2.4 ŚĲăĺăŸąæł âćĲŽőęł

’Ďľńà æńă n_{jk} ŻđćéďĲă ğæľĲł ŋęĺâł ńę ŕđŋåę j Ÿąęćęň§ĲåńŸă Ÿğæ ńę ŕđŋåę k. ŠæńĲ N = 100 ąŸă ęă ğŸĺŸńđĺęçčĲďĲł ąŸă ŸďŸčĲďæčĲďĲł ńăčâł ĲåďŸă:

˝_i n_{00}; n_{01}; . . . ; n_{09}; n_{10}; n_{11}; . . . ; n_{98}; n99 A_i n=100; n=100; . . . ; n=100; n=100; n=100; . . . ; n=100; n=100

ĆăŸ ďŸ ŻăŸńđĺãľęňčĲ ńđď ŸğŸĺŸåńđńđ ğĺęňğæ§Ĳľđ ńđł ŸďĲěŸĺńđľåŸł ŽăŸ ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńęď âćĲŽőę ffl^2, ğĺâğĲă ďŸ âőęňčĲ čđ ŸććđćęąŸćňğńæčĲďĲł Ÿąęćęň§åĲł İĲňŽéď Ÿĺă§čéď. ŚňďĲğéł,

∑_9 j=0 ∑_9

k=0 n_{jk} = n ąŸă ľĲ Ÿňńãď ńđ ğĲĺåğńàľđ ę ľňďęćăąæł Ÿĺă§čæł ńàď ĲćĲŽőęčâďàď ŕđŋåàď ĲåďŸă 2n. ĆăŸ ńęď ľńŸńăľńăąæ âćĲŽőę ľňŽąĺåďęňčĲ 9∑ j=0 9∑ k=0 (n_{jk} − n=100)^2 n=100

čĲ ńđď ğĲĺăęőã ęňĺáł ńđł ffl^2_{99}.

Ő ľĲăĺăŸąæł âćĲŽőęł ŸğŸăńĲå ğęćç ąæğę, Ĳďé âćĲŽőęł Ĳěáĺńđľđł čĲŽŸćçńĲĺđł ńáěđł (ńĺăá- Żàď, ńĲńĺáŻàď ąćğ) ŸğŸăńĲå ğęćç ğĺęľğá§ĲăŸ ąŸă ąĺåďĲńŸă čáććęď ŸąŸńáććđćęł.

2.2.5 ’ĎćĲŽőęł őáľčŸńęł

ĎěĲńáİęďńŸă ğă§ŸďŸå ľőđčŸńăľčęå ľńđď Ÿąęćęň§åŸ ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď, àł Ĳěãł: ČăŸćâŽęňčĲ âďŸ ŕđŋåę, âľńà 3. Ę ĲćĲŽőæčĲďđ Ÿąęćęň§åŸ §Ÿ ĲåďŸă x_1; x_2; x_3; 3; x_5; . . . ; x_{k+5}; 3; . . .

Ăď đ Ÿąęćęň§åŸ ĲåďŸă ęčęăæčęĺŋđ ąŸă ŸďĲěáĺńđńđ, đ ąŸńŸďęčã őáľčŸńęł ĲåďŸă ŽĲàčĲńĺăąã čĲ ğŸĺáčĲńĺę p = 0:1:

ŃâŽĲ§ęł őáľčŸńęł 0 1 2; . . . Ŕă§ŸďæńđńŸ p_0 =^1_{10} p_1 =^9_{10}^1_{10} p_2 = (^9_{10} )^{2 1}_{10} ; . . .

ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, Ÿł ňğę§âľęňčĲ æńă ąŸńŸľąĲňáİęňčĲ 7 ŻăŸŋęĺĲńăąâł ąŸńđŽęĺåĲł: ŢáľčŸńŸ 0 1 2 3 4 5 > 5 ˝_i ˝_0 ˝_1 ˝_2 ˝_3 ˝_4 ˝_5 ˝_+ A_i np_0 np_1 np_2 np_3 np_4 np_5 n(1 −

∑_5

i=0 p_i) Ő ľĲăĺăŸąæł âćĲŽőęł ľňŽąĺåďĲă ńđď ľńŸńăľńăąã ľňďáĺńđľđ ∑ i (˝_i − np_i)^2

np_i čĲ ńđď ğĲĺăęőã ęňĺáł ńđł ffl^2_6

2.2.6 ’ĎćĲŽőęł ’POKER’

ŢàĺåİęňčĲ ńđď Ÿąęćęň§åŸ ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď ľĲ ľňďĲőæčĲďĲł ęčáŻĲł ńàď 5: | x_1; . . . ; x_5 || x_6; . . . ; x_{10} | . . .

Ľá§Ĳ ęčáŻŸ čğęĺĲå ďŸ âőĲă âďŸď Ÿğæ ńęçł ĲğæčĲďęňł ľőĲŻăŸľčęçł: 5 ŻăŸąĲąĺăčâďŸ ŐćŸ ŻăŸŋęĺĲńăąá ŸŹŽŻĲ 4 ŻăŸąĲąĺăčâďŸ ’ĎďŸ İĲňŽáĺă ŸŸŽŻĲ 3 ŻăŸąĲąĺăčâďŸ Čçę İĲňŽáĺăŸ ŸŸŹŹŽ 3 ŻăŸąĲąĺăčâďŸ ŃåŸ ńĺăğćã ŸŸŸŹŽ 2 ŻăŸąĲąĺăčâďŸ Ťęçć ŸŸŸŹŹ 2 ŻăŸąĲąĺăčâďŸ ĽŸĺĺâ ŸŸŸŸŹ 1 ŻăŸąĲąĺăčâďę ŔâďńĲ æčęăŸ ŸŸŸŸŸ Ăď §ĲàĺãľęňčĲ ğâďńĲ ŻăŸŋęĺĲńăąâł ąŸńđŽęĺåĲł ’r ŻăŸąĲąĺăčâďŸ ŕđŋåŸ’, r = 1; :::; 5, ľőđčŸńå- İęňčĲ Ň = 5 ąŸńđŽęĺåĲł ąŸă âőęňčĲ æńă

P r[r ŻăŸąĲąĺăčâďŸ] =

10(10 − 1) . . . (10 − r + 1) 10^5

S(5; r)

æğęň S(k; r) ĲåďŸă ęă Ÿĺă§čęå Sterling ŻĲňńâĺęň ĲåŻęňł, ğęň Żđćéďęňď ńęď Ÿĺă§čæ ńàď ńĺæğàď ğęň čğęĺęçčĲ ďŸ őàĺåľęňčĲ k ŸďńăąĲåčĲďŸ ľĲ r čâĺđ. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ S(k; 1) = S(k; k) = 1.

Őğàł ąŸă ğĺăď, ğŸĺŸńđĺęçčĲ ńŸ ˝_i, ňğęćęŽåİęňčĲ ńŸ A_i = n × P r[r = i], æğęň n ę Ÿĺă§čæł ńàď ęčáŻàď, ąŸă őĺđľăčęğęăęçčĲ ńęď ffl^2 âćĲŽőę ąŸćãł ğĺęľŸĺčęŽãł.

2.2.7 ’ĎćĲŽőęł čĲńŸ§âľĲàď

Ćă Ÿňńæď ńęď âćĲŽőę ęčŸŻęğęăęçčĲ ńŸ ŕđŋåŸ ľĲ ęčáŻĲł čãąęňł k: | x_1; . . . ; x_k || x_{k+1}; . . . ; x_{2k} |; . . .

Şğáĺőęňď k! ğă§Ÿďâł ŻăŸńáěĲăł ľĲ ąá§Ĳ ęčáŻŸ, ąŸă âľńà n ę Ÿĺă§čæł ńàď ęčáŻàď. Ăď đ Ÿąęćęň§åŸ ğŸĺáŽĲă ŸďĲěáĺńđńŸ ąŸă ęčęăæčęĺŋŸ, æćĲł ęă k! ŻăŸńáěĲăł ĲåďŸă ăľęğå§ŸďĲł. ĽŸńŸľąĲňáİęňčĲ ğáćă ńăł ŸďŸčĲďæčĲďĲł ąŸă ğŸĺŸńđĺęçčĲďĲł ńăčâł ČăŸńáěĲăł 1; 2; . . . k!

˝_i ˝_1 ˝_2 . . . ˝_{k!} A_i^n_{k!}^n_{k!} . . .^n_{k!} ąŸă őĺđľăčęğęăęçčĲ ńęď ffl^2 âćĲŽőę ąŸćãł ąŸćãł ğĺęľŸĺčęŽãł.

2.3 Ńâ§ęŻęă ğŸĺŸŽàŽãł ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď

2.3.1 ĎăľŸŽàŽã

Şğę§âńęňčĲ æńă âőęňčĲ čåŸ Ÿąęćęň§åŸ ŸďĲěŸĺńãńàď U(0; 1) ğęľęńãńàď, ąŸă Ĳğă§ňčęçčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ âďŸ ŸďĲěáĺńđńę ŻĲåŽčŸ Ÿğæ ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł ğęň Ÿąęćęň§ęçď čęďęŻăáľńŸńĲł ąŸńŸďęčâł, ŻăŸąĺăńâł ã ľňďĲőĲåł. ĞŸ ğĲĺăŽĺáŕęňčĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł, ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿğæĺĺăŕđł ąŸă ńđď čâ§ęŻę ńđł ľçď§Ĳľđł. ŐćĲł ęă čâ§ęŻęă §Ÿ ĲğăŻĲăő§ęçď čĲ ŸďŸŋęĺâł ľĲ Žďàľńâł ąŸńŸďęčâł, ąŸă §Ÿ ąćĲåľęňčĲ Ÿňńãď ńđď ĲďæńđńŸ čĲ ńăł čĲ§æŻęňł Box-Muller ąŸă Polar Marsaglia ĲăŻăąá ľőĲŻăŸľčâďĲł ŽăŸ ğŸĺŸŽàŽã Ÿğæ ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã.

2.3.2 Ę čâ§ęŻęł ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł

Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă §âćęňčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ čåŸ ľňďĲőã ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã X čĲ Ÿ§ĺęăľńăąã ľňďáĺńđľđ ąŸńŸďęčãł F (x), ąŸă Ĳğåľđł Ÿł ňğę§âľęňčĲ æńă đ Ÿďńåľńĺęŋđ ľňďáĺńđľđ, F^{−1}(u), ĲåďŸă ąŸćá ęĺăľčâďđ ŽăŸ 0 ≤ u ≤ 1. ĞŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ æńă Ÿď U ĲåďŸă čåŸ ńňőŸåŸ čĲńŸŹćđńã (ń.č.) ğęň Ÿąęćęň§Ĳå ńđď ęčęăæčęĺŋđ U(0; 1) ąŸńŸďęčã, ńæńĲ đ Ţ = F^{−1}(U) âőĲă ńđď İđńęçčĲďđ ąŸńŸďęčã. ŔĺáŽčŸńă, ĲğĲăŻã P r(U ≤ x) = x, âőęňčĲ

X = F^{−1}(U) ⇒ P r(X ≤ x) = P r(F^{−1}(U) ≤ x) = P r(U ≤ F (x)) = F (x)

Ăććá ŻăŸąĺăńã F^{−1} ŻĲď ňğáĺőĲă, ęğæńĲ Ÿď đ ń.č. Ÿğæ ńđď ęğęåŸ §âćęňčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ ŸďĲěáĺńđńę ŻĲåŽčŸ ĲåďŸă ŻăŸąĺăńã, đ ğŸĺŸğáďà čĲ§ęŻęćęŽåŸ ğĺâğĲă ďŸ ńĺęğęğęăđ§Ĳå: ęĺåİęňčĲ

F^−(u) = min{x : F (x) ≥ u} (2:2)

ĆăŸ ąáğęăę u ğęň ğŸĺãő§đ Ÿğæ ńđď U(0; 1), đ F^−(u) ğŸåĺďĲă àł ńăčã ńę čăąĺæńĲĺę Ÿğæ ĲąĲåďŸ ńŸ x ŽăŸ ńŸ ęğęåŸ ăľőçĲă đ ľőâľđ F (x) ≥ u. ŚňďĲğéł đ čâ§ęŻęł ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł ăľőçĲă Ĳď ŽâďĲă. Ďğå ğćâęď, Ÿď §âćęňčĲ ŸďĲěáĺńđńę ŻĲåŽčŸ Ÿğæ ńđď Ţ, ěĲąăďęçčĲ čĲ ŸďĲěáĺńđńę ŻĲåŽčŸ Ÿğæ ńđď U(0; 1)

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 5 Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă §âćęňčĲ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ čåŸ ń.č. X čĲ ąŸńŸďęčã X = { 1 čĲ ğă§ŸďæńđńŸ p 0 čĲ ğă§ŸďæńđńŸ 1-p

Ę ŻăŸåľ§đľã čŸł §Ÿ čŸł ğĺęâńĺĲğĲ ľńđď Ĳěãł ŻăŸŻăąŸľåŸ: ŔŸĺáŽęňčĲ U ∼ U(0; 1), ąŸă Ÿď U ≥ 1−p §âńęňčĲ Ţ = 1. Ăććăéł §âńęňčĲ Ţ = 0. Ăňńã ĲåďŸă ąŸă đ ğĺęńĲăďæčĲďđ čâ§ęŻęł ľçčŋàďŸ čĲ ńđď (2.2).

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 6 ’Ďľńà æńă đ ń.č. Ţ Ÿąęćęň§Ĳå ńđď Ĳą§Ĳńăąã ąŸńŸďęčã čĲ ğŸĺáčĲńĺę ć, ľ.ğ.ğ. f(x), ąŸă Ÿ.ľ.ą. F_X (x):

X ∼ Exp(–); f(x) = –e^{−–x}; F_X (x) = 1 − e^{−–x}; x; – > 0

ĆăŸ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ ńđď X, §âńęňčĲ Ţ = F^{−1}(U), ŻđćŸŻã âőęňčĲ U = 1 − e^{−–X} ⇒ X = −–^{−1}log(1 − U) Ăććá Ÿď U ∼ U(0; 1) ⇒ (1 − U) ∼ U(0; 1), æğàł ĲåďŸă ŻăŸăľ§đńăąá ğĺęŋŸďâł ąŸă ŸğęŻĲăąďçĲńŸă ĲçąęćŸ čĲ čĲńŸľőđčŸńăľčæ čĲńŸŹćđńéď U → 1 − U. ĂĺŸ ę İđńęçčĲďęł ŸćŽæĺă§čęł ĲåďŸă 1. ŔŸĺáŽęňčĲ U ∼ U(0; 1) 2. ĞâńęňčĲ X = −–^{−1}log(U) 3. ŠæńĲ X ∼ Exp(–) ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 7 ’Ďľńà æńă đ ń.č. Ţ Ÿąęćęň§Ĳå ńđď ąŸńŸďęčã Cauchy čĲ ľ.ğ.ğ. f_X (x) = 1 ı(1 + x^2)

; x ∈ ℜ ŠæńĲ F_X (x) =

∫_x −∞ f_X (x)dx = 1 2 + ı^{−1}Ĳŋ^{−1}x ⇒ ⇒ F^{−1}(u) = Ĳŋ ( ı(u − 1 2 ) )

ąŸă ę ŸćŽæĺă§čęł ğĺęľęčęåàľđł ńđł X ĲåďŸă

1. ŔŸĺáŽęňčĲ U ∼ U(0; 1) 2. ĞâńęňčĲ X = Ĳŋ ( ı(U −^1_2 ) ) 3. ŠæńĲ X ∼ Cauchy ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 8 ’Ďľńà æńă §âćęňčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ ńăčâł Ÿğæ čåŸ ń.č. Ţ ğęň Ÿąęćęň§Ĳå ńđď ńňğęğęăđčâďđ ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã. ŠæńĲ đ Ÿ.ľ.ą. ŻăďĲńŸă Ÿğæ F_X (x) =

∫_x −∞ 1 2ı e^{−2s2} ds ⇒ F_X (x) = ?

ČđćŸŻã đ Ÿ.ľ.ą. ŻĲď ĲåďŸă ŻňďŸńæď ďŸ ŸďńăľńŸŋĲå. Ę Ÿğáăńđľđ ńđł çğŸĺěđł ńđł Ÿďńăľńĺæŋęň ńđł Ÿ.ľ.ą. ĲåďŸă ćęăğæď ľđčŸďńăąæł ğĲĺăęĺăľčæł ńđł čĲ§æŻęň ńđł Ÿďńăľńĺęŋđł.

2.3.3 Ńâ§ęŻęł ńđł Ÿğæĺĺăŕđł

ŔĺæŹćđčŸ: ĞâćęňčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ X Ÿğæ ľ.ğ.ğ f = f_X , Ÿććá ĲåďŸă Żçľąęćę. ŠŸňńæőĺęďŸ, ĲåďŸă Ĳçąęćę ďŸ ğŸĺáŽà Y Ÿğæ ľ.ğ.ğ. g. Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă ęă f; g ĲåďŸă ńâńęăĲł éľńĲ ďŸ ňğáĺőĲă M > 0 čĲ^f_g ≤ M < ∞.

ĄĘŃĂ 1:

1. ŔŸĺáŽęňčĲ Y Ÿğæ g 2. ĆăŸ ąáğęăŸ ľňďáĺńđľđ h(:) čĲ ńăčâł ľńę [0; 1], ŻĲŻęčâďđł Y = y, §âńęňčĲ X = y čĲ ğă§ŸďæńđńŸ h(y). Aććăéł, ĲğăľńĺâŋęňčĲ ľńę 1.

Šă ăŻăæńđńĲł âőĲă Ÿňńæł ę ŸćŽæĺă§čęł; P [ (Y ≤ x) ⋂ (X ğŸåĺďĲă ńđď ńăčã ńđł Y ] = ∫_x −∞ h(y)g(y)dy

⇒ P [X ğŸåĺďĲă ńđď ńăčã ńđł Y ] = ∫_∞ −∞ h(y)g(y)dy AĺŸ P [Y ≤ x | X ğŸåĺďĲă ńđď ńăčã ńđł Y ] =

∫_x

−∞ h(y)g(y)dy ∫_∞ −∞ h(y)g(y)dy ŠéĺŸ Ÿď ŻăŸćâěęňčĲ h(y) =^{f (y)}_{M g(y)} ;

⇒ Ę ľ.ğ.ğ. ńàď "ŻĲąńéď X" = f M g g

∫_f

M g g = f ∫ f = f (æńă İđńáčĲ!) ĂĺŸ ĂŁĆŐŘĹĞŃŐŚ

1. ŔŸĺáŽęňčĲ Ş → Y = y Ÿğæ g(y) 2. ŔŸĺáŽęňčĲ U ∼ U(0; 1) → U = u 3. ĂŇ u ≤^{f (y)}_{M g(y)} ŠŐŠĎ X = y

ĂŁŁĹŮŚ ĲğăľńĺâŋęňčĲ ľńę 1.

Ő ŸćŽæĺă§čęł ŻåďĲă âďŸ ńĺæğę ğŸĺŸŽàŽãł ńňőŸåŸ čâľŸ ľńđď ğĲĺăęőã ąáńà Ÿğæ ńđď ąŸčğçćđ Mg. ČĲőæčŸľńĲ ńŸ ľđčĲåŸ ğęň ğâŋńęňď ąáńà Ÿğæ ńđď ąŸčğçćđ f. Ăňńæ ŋŸåďĲńŸă ľńđď ľňď§ãąđ u ≤ f(y)=(Mg(y)) ã Mg(y)u ≤ f(y), æğęň Mg(y)u ĲåďŸă ńňőŸåę ľđčĲåę ąáńà Ÿğæ ńđď Mg. ŁæŽà ńđł ğŸĺŸğáďà ŻăŸăľ§đńăąãł ğĲĺăŽĺŸŋãł, đ Mg ęďęčáİĲńŸă ŋáąĲććęł ńđł f. ŔæľĲł ğĺęľğá§ĲăĲł őĺĲăŸİæčŸľńĲ čâőĺă ďŸ ŻĲő§ęçčĲ ńđď ńăčã X = y ľńę ŹãčŸ 3;

P [ŻĲőæčŸľńĲ X] = ∫_∞ −∞ h(y)g(y)dy = ∫_∞ −∞ f(y) Mg(y) g(y)dy = 1 M ∫ f = 1 M ⇒ E [ğĺęľğá§ĲăĲł ďŸ ğáĺęňčĲ čåŸ ńăčã ńđł X] = M

ŚđčĲăéľĲăł

1. Ę ľńŸ§Ĳĺá M ľőĲńåİĲńŸă čĲ ńđď ĲğăćęŽã ńđł g. Őľę ğăæ ğęćç čăčĲåńŸă đ g ńę ľőãčŸ ńđł f ńæľę ğăæ čăąĺæ ĲåďŸă ńę M, áĺŸ ğăæ ŸğęŻęńăąã ĲåďŸă đ ŻăŸŻăąŸľåŸ. Ę ĲğăćęŽã ńđł g, æčàł, §Ÿ őŸĺŸąńđĺăİæńŸď ąŸćçńĲĺŸ ľŸď ńâőďđ!

2. ŚőĲŻæď ğáďńęńĲ čğęĺęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ čåŸ ľ.ğ.ğ. g ąŸă čåŸ ľńŸ§Ĳĺá Ń ğęň ďŸ ăąŸďęğęăęçď ńđď ľňď§ãąđ f ≤ Mg, Ĳąńæł åľàł æńŸď đ f ĲåďŸă čđ ŋĺŸŽčâďđ ã ęă ęňĺâł ńđł ĲåďŸă ğęćç ğŸőĲåł (ğő f ≡ Cauchy; g ≡ ĽŸďęďăąã. ŠæńĲ f=g ≰ M ∀x.

3. Őľęď Ÿŋęĺá ńđď ŸğęŻęńăąæńđńŸ ńęň ŸćŽæĺă§čęň, ğĺâğĲă ďŸ ŹĺęçčĲ čåŸ g ďŸ čăčĲåńŸă ńđď f. ŢĺĲăŸİæčŸľńĲ

(a) ŇŸ ąŸńŸćáŹęňčĲ ńę ľőãčŸ ńđł f čĲ ćĲğńęčâĺĲăŸ (b) ŇŸ ŹĺęçčĲ âďŸ ńĺæğę ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ Ÿğæ ńđď g.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 9 Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă §âćęňčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ ńăčâł Ÿğæ ńđď

f(x) = √ 2 ı e^{− x22} ; x ≥ 0

ąŸă őĺđľăčęğęăęçčĲ ľŸď ľ.ğ.ğ. ğęň §Ÿ ğŸĺáŽĲă ńăł Ÿĺőăąâł ńăčâł ńđď g(x) = e^{−x}. O ‘ŋáąĲććęł’ ğęň §Ÿ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ĲåďŸă đ Mg(x), ŽăŸ ąŸńáććđćę Ń. ĽŸ§éł x → ∞, đ f ľňŽąćåďĲă ľńę 0 čĲ ğăę ŽĺãŽęĺę ĺň§čæ Ÿğæ æńă đ g, ąŸă ľňďĲğéł, Ÿď đ Mg ńâčďĲă ńđď f ľĲ âďŸ ľđčĲåę, Ÿňńæ §Ÿ ľđčŸåďĲă ŸňńæčŸńŸ æńă Ńg(x) ≥ f(x) ∀x. ’ĎďŸł ńĺæğęł ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńę Ń ĲåďŸă ďŸ ŹĺęçčĲ ńđď ľňď§ãąđ ąŸńá ńđď ęğęåŸ đ Ĳěåľàľđ

Me^{−x} = √ 2 ı e^{−x22}

âőĲă Żçę ĺåİĲł. ĎåďŸă ğĺęŋŸďâł, æńă ąŸččåŸ ĺåİŸ ăľęŻňďŸčĲå čĲ ąŸďâďŸ ľđčĲåę ĲğŸŋãł, ąŸă Żçę ĺåİĲł čĲ Żçę ľđčĲåŸ ńęčãł. Ę ğŸĺŸğáďà Ĳěåľàľđ ąŸńŸćãŽĲă ľńđď

x^2 − 2x + 2 ln ( M √ ı 2 ) = 0 ąŸă åľĲł ĺåİĲł âőęňčĲ Ÿď M^2ı = 2e ⇔ M =

√_{2e}

ı . ŚňďĲğéł ę ŸćŽæĺă§čęł ğĺęľęčęåàľđł ńđł f(x) ĲåďŸă:

1. ŔŸĺáŽęňčĲ X Ÿğæ ńđď ľ.ğ.ğ e^{−x}, ŽăŸ x ≥ 0. ĎåďŸă Žďàľńæ æńă Ÿňńæ ĲğăńňŽőáďĲńŸă čĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł, §âńęďńŸł X = − ln U_1 æğęň U_1 ∼ U(0; 1).

2. ĆăŸ U_2 ∼ U(0; 1), §âńęňčĲ Y = MU_2e^{−x} = MU_2U_1

3. ČĲőæčŸľńĲ Ţ Ÿď ąŸă čæďę Ÿď Y < √ 2 ı e^{−X 2=2} ⇔ MU_1U_2 < √ 2 ı e^{−X 2=2} ⇔ U_1U_2 < e^{− 12} (^{1+X 2})

ĂĺŸ ńĲćăąá ę ŸćŽæĺă§čęł ŻĲď ğĲĺăćŸčŹáďĲă (áčĲľŸ) ńę Ń. ŚđčĲăéďęňčĲ ĲŻé æńă đ f(x) ĲåďŸă đ čăľã ąŸďęďăąã ńňğęğęăđčâďđ ąŸńŸďęčã. Ăď §âćęňčĲ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ Ÿğæ ńđď ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã ~X, čğęĺęçčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ čåŸ ńăčã Ÿğæ ńđď U(0; 1), ąŸă ĲćâŽőęďńŸł Ÿď ĲåďŸă čăąĺæńĲĺđ đ čĲŽŸćçńĲĺđ Ÿğæ ńę 1=2, ďŸ ŻåďęňčĲ ńăčâł ŸďńåľńęăőŸ ~X = −X ã ~X = X.

ĎŻé, őĺđľăčęğęăęçčĲ ęňľăŸľńăąá ńđď čâ§ęŻę ńđł ľçď§Ĳľđł, ğęň §Ÿ ľňďŸďńãľęňčĲ ğŸĺŸąáńà.

ĎğâąńŸľđ

’Ďľńà æńă §âćęňčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ X Ÿğæ ľ.ğ.ğ. f^∗= ∫ f^∗ ã, ŽĲďăąéńĲĺŸ, âľńà æńă §âćęňčĲ X Ÿğæ ľ.ğ.ğ. ∝ f^∗. Ăąęćęň§ęçčĲ ŸąĺăŹéł ńđď åŻăŸ ŻăŸŻăąŸľåŸ, §âńęďńŸł h = f^∗=Mg. Ę ŻăŸŋęĺá ĲåďŸă æńă P [ŻĲőæčŸľńĲ X] = ∫_∞ −∞ hg = ∫ f^∗g Mg = ∫ f^∗ M ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ h = f^∗ Mg ; æğęň M = sup_x f^∗(x) g(x)

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 10 Őă ľ.ğ.ğ ğęň ľňďŸďńéďńŸă ľńđď ŃğĲňİăŸďã ŚńŸńăľńăąã, ŹŸľåİęďńŸă ľńę §ĲéĺđčŸ ńęň Bayes: f(x | z) = f(z | x)f(x) ∫ f(z | x)f(x)dx

∝ f(z | x)f(x)

’ĎďŸ (ľğęňŻŸåę) ğĺæŹćđčŸ ğęň ľňďŸďńáńŸă ĲåďŸă đ ğŸĺŸŽàŽã ŸďĲěáĺńđńęň ńňőŸåęň ŻĲåŽčŸńęł Ÿğæ ńđď a posteriori ąŸńŸďęčã f(x | z), Ÿććá ľňďã§àł ńę ęćęąćãĺàčŸ ľńęď ğŸĺęďęčŸľńã (ľńŸ§Ĳĺá ąŸďęďăąęğęåđľđł) ĲåďŸă Żçľąęćę ďŸ ňğęćęŽăľ§Ĳå ŸďŸćňńăąá, ąŸă đ a posteriori ĲåďŸă ŻăŸ§âľăčđ čæďę ľŸď f^∗ = f(z | x)f(x)

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 11 ’Ďľńà æńă §âćęňčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ X ∼ Beta(a; b) čĲ ľ.ğ.ğ.

f(x) =

`(a + b) `(a)`(b) x^{a−1}(1 − x)^{b−1} ∝ x^{a−1}(1 − x)^{b−1} ≡ f^∗(x); x ∈ (0; 1)

’Ďľńà æńă a > 1; b > 1. ĎåďŸă ĲňąęćæńĲĺę ďŸ ŻęňćâŕęňčĲ čĲ ńđď f^∗ ğŸĺá čĲ ńđď f, ąŸă Ÿł ŻęçčĲ ğàł ňćęğęăĲåńŸă đ čâ§ęŻęł ńđł Ÿğæĺĺăŕđł:

1. ĎğăćâŽęňčĲ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ Ÿğæ ńđď f^∗

2. ĎğăćęŽã ńđł g; Ďçąęćđ ćçľđ: g ≡ U(0; 1)

3. ĎěĲçĺĲľđ Ń: M = max f^∗=g.

f^∗(x) g(x)

= x^{a−1}(1 − x)^{b−1} d dx ( f^∗(x) g(x) ) = 0 ⇔ ^x = a − 1 a + b − 2

⇒ f^∗ g ≤ (a − 1)^{a−1}(b − 1)^{b−1} (a + b − 2)^{a+b−2}

= M ⇔ M = ( a − 1 a + b − 2

)_{a−1} ( b − 1

a + b − 2 )_{b−1} : 2.3.4 Ńâ§ęŻęł ńđł ľçď§Ĳľđł

ŚĲ ğęććâł ğĲĺăğńéľĲăł, đ ľ.ğ.ğ f(x) ğęň §âćęňčĲ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ čğęĺĲå ďŸ ŽĺŸŋĲå ľŸď ľńŸ§čăąæ á§ĺęăľčŸ ã čåěđ k áććàď ľ.ğ.ğ.:

f = ı_1f_1 + ı_2f_2 + . . . ı_kf_k

æğęň ı_i ≥ 0; ∑ ı_i = 1, ąŸă ęă f_i; i = 1; 2; . . . ; k ĲåďŸă ľ.ğ.ğ. ąŸă ćâŽęďńŸă ğňąďæńđńĲł čåěđł.

ŠŸ ı_i čğęĺęçď ďŸ §Ĳàĺđ§ęçď ľŸď ľňďáĺńđľđ čáİŸł ğă§ŸďæńđńŸł ŽăŸ čăá ŻăŸąĺăńã ń.č. Y , čĲ P r(Y = i) = ı_i. Śńę ğĺéńę ľńáŻăę ńđł čĲ§æŻęň ńđł ľçď§Ĳľđł ğŸĺáŽĲńŸă čåŸ ńăčã ńđł Y , âľńà Y = j, őĺđľăčęğęăéďńŸł ńŸ ı_i. Šę ŻĲçńĲĺę ľńáŻăę ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ ğŸĺŸŽàŽã čăáł ńăčãł ńđł X_j Ÿğæ ńđď ľ.ğ.ğ. f_j . ’ĎőęňčĲ æńă

P r(X ≤ x) = ı_1P r (X ≤ x | ŻĲåŽčŸ Ÿğæ f_1) + ı_2P r (X ≤ x | ŻĲåŽčŸ Ÿğæ f_2) + . . ı_kP r (X ≤ x | ŻĲåŽčŸ Ÿğæ f_k ) = = ı_1

∫_x −∞ f_1(y)dy + . . . + ı_k

∫_x −∞ f_k (y)dy = = ∫_x −∞ f(y)dy:

Ę ăŻâŸ ĲŻé ĲåďŸă æńă čğęĺĲå đ ğĺęľęčęåàľđ ńàď f_i ďŸ ĲåďŸă ğęćç ĲňąęćæńĲĺđ Ÿğæ ńđď ğŸĺŸŽàŽã ńđł f. Ďğåľđł, ęă čåěĲăł ľ.ğ.ğ. ľňďŸďńéďńŸă ľňőďá ľĲ (ĺĲŸćăľńăąá) čęďńâćŸ ľńđď ŕňőęćęŽåŸ, ăŸńĺăąã, ąćğ (ğő ŻĲł Titterington, D.M., Smith A.F.M. ąŸă Makov, U.E. (1985): Statistical Analysis of Finite Mixture Distributions, New York, Wiley).

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 12 ’Ďľńà æńă §âćęňčĲ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ ńđď ń.č. X ğęň Ÿąęćęň§Ĳå ńđď ąŸńŸďęčã ŹãńŸ čĲ ğŸĺŸčâńĺęňł a; b, čĲ a = b < 1. Ę ľ.ğ.ğ. ĲåďŸă

f(x) =

`(2a) `(a)`(a) x^{a−1}(1 − x)^{a−1} = 1 2 f_1(x) + 1 2 f_2(x); x ∈ (0; 1)

æğęň f_1(x) =

{_{2�(2a)}

�(a)�(a)x

a−1(1 − x)^{a−1}; x ∈ (0; 1=2) 0 x ∈ (1=2; 1) ąŸă f_2(x) =

{_{2�(2a)}

�(a)�(a)x

a−1(1 − x)^{a−1}; x ∈ (1=2; 1) 0 x ∈ (0; 1=2)

ĆăŸ ńđď čâ§ęŻę ńđł ľçď§Ĳľđł ŸğŸăńĲåńŸă đ ğŸĺŸŽàŽã ńàď f_1 ąŸă f_2, ąŸă őĺđľăčęğęăęçčĲ Žă Ÿňńæ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿğæĺĺăŕđł. Ę ĲçĺĲľđ ńęň ‘ŋáąĲććęň’ ńàď f_1 ąŸă f_2 ŻĲď ĲåďŸă Ĳçąęćđ, ąŸă ĲŻé §Ÿ ŸďŸŋâĺęňčĲ âďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ĲğăćęŽãł ńđł g_1, Ĳďé đ g_2 čğęĺĲå ďŸ ĲğăćĲŽĲå ğŸĺæčęăŸ. ’Ďľńà

g_1(x) = { a2^ax^{a−1} x ∈ (0; 1=2) 0 x ∈ (1=2; 1)

ŔŸĺáŽęňčĲ Ÿğæ ńđď g_1 čĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł:

G_1(x) =

∫_x 0 a2^at^{a−1}dt =

(2x)^a x ∈ (0; 1=2) 0 x < 0 1 x > 1=2

⇒ G^{−1}(u) = 1 2 u^{1=a}

ŚňďĲğéł ę ŸćŽæĺă§čęł ğŸĺŸŽàŽãł Ÿğæ ńđď f, ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿĺőăąá Ÿğæ ńđď ĲğăćęŽã ńđł f_1 ã f_2 čĲ ğă§ŸďæńđńŸ 1=2, ąŸă ľńđď ľňďâőĲăŸ ğŸĺŸŽàŽã Ÿğæ ğő ńđď f_1 čĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿğæĺĺăŕđł.

2.3.5 Ńâ§ęŻęă Ąox-M-uller ąŸă Polar-Marsaglia

Őă čâ§ęŻęă Ąox-M-uller ąŸă Polar-Marsgalia ğĺęľęčęăéďęňď ńđď ńňğęğęăđčâďđ ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã őĺđľăčęğęăéďńŸł âďŸď 1 ↔ 1 čĲńŸľőđčŸńăľčæ Żçę ęčęăæčęĺŋŸ ąŸńŸďĲčđčâďàď U(0; 1) ń.č. Ę ŻăŸŻăąŸľåŸ Box-M-uller ğĺęőàĺĲå àł Ĳěãł:

’Ďľńà Żçę ńňğęğęăđčâďĲł ąŸďęďăąâł ń.č. N_1(0; 1) ąŸă N_2(0; 1), ąŸă Ÿł ňğę§âľęňčĲ æńă ğŸĺáŽęňď Żçę ńăčâł ŸďńåľńęăőŸ Ň_1 ąŸă Ň_2. ’Ďńľă, ęĺåİĲńŸă ľńęď ŻăŻăáľńŸńę őéĺę âďŸ ľđčĲåę čĲ ąŸĺńĲľăďâł ľňďńĲńŸŽčâďĲł, ąŸă Ÿď §âćęňčĲ ďŸ ğĲĺáľęňčĲ ľĲ ğęćăąâł ľňďńĲńŸŽčâďĲł, ńæńĲ ŽĺáŋęňčĲ N_1 = RľňďĞ Ň_2 = RđčĞ ąŸă æğàł âőĲă ãŻđ ŸğęŻĲăő§Ĳå (Ťĺęď. ŸľąãľĲăł 1) R ąŸă Ğ ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł ń.č. čĲ

Ğ ∼ U(0; 2ı)

R^2 = N^2_1 + N^2_2 ∼ ffl^2 ≡ Exp(1=2) Ďğå ğćâęď, ŽăŸ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ Ğ, Ÿğćá ğŸĺáŽęňčĲ U_2 ∼ U(0; 1) ąŸă §âńęňčĲ Ğ = 2ıU_2, ąŸă ŽăŸ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ R §âńęňčĲ R = (−2 ln U_1)^{1=2} æğęň U_1 ∼ U(0; 1). ŚňďĲğéł, đ čâ§ęŻęł Box-M-uller ğŸĺáŽĲă ğęćăąâł ľňďńĲńŸŽčâďĲł ąŸă čĲńá čĲńŸľőđčŸńåİĲă ńŸ R; Ğ ľńăł ąŸĺńĲľăŸďâł ľňďńĲńŸŽčâďĲł Ň_1 ąŸă Ň_2. ĆăŸ ąá§Ĳ İĲňŽáĺă ńăčéď ąŸďęďăąãł ąŸńŸďęčãł, ŸğŸăńęçďńŸă Żçę ŸďĲěáĺńđńĲł ńăčâł U_1 ąŸă U_2 ąŸă Ĳğåľđł ę ňğęćęŽăľčæł Żçę ńĺăŽàďęčĲńĺăąéď ľňďŸĺńãľĲàď. Ăď Ĳğă§ňčęçčĲ ŻĲåŽčŸ čĲŽáćęň čĲŽâ§ęňł Ÿğæ ńđď ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã, ęă ńĺăŽàďęčĲńĺăąâł ľňďŸĺńãľĲăł čğęĺĲå ďŸ ĲğăŹŸĺçďęňď Ÿăľ§đńá ńđď ŸğęŻęńăąæńđńŸ ńęň ŸćŽæĺă§čęň, ąŸă ľňďăľńáńŸă đ ğŸĺŸąáńà ńĺęğęğęåđľđ, ľňďã§àł ęďęčŸİæčĲďđ Polar-Marsaglia čâ§ęŻęł.

Ę ąĲďńĺăąã ăŻâŸ ŹŸľåİĲńŸă ľńđď ąŸńŸľąĲňã đčăńæďàď ąŸă ľňďđčăńæďàď ęčęăæčęĺŋŸ ąŸńŸďĲčđčâďàď Žàďăéď őàĺåł ğĺéńŸ ďŸ ğĺęľęčęăà§ęçď ęă ŽàďåĲł (!). Ăňńæ ĲğăńňŽőáďĲńŸă čĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿğæĺĺăŕđł, àł Ÿąęćęç§àł: ŔŸĺáŽęňčĲ ŸďĲěáĺńđńŸ U_1; U_2 ∼ U(0; 1) ąŸă §âńęňčĲ

V_i = 2U_i − 1 ⇒ V_i ∼ U(−1; 1); i = 1; 2

ĂĺŸ ńę İĲňŽáĺă (V_1; V_2) ŸďńăľńęăőĲå ľĲ âďŸ ńňőŸåę ľđčĲåę ľńę ńĲńĺáŽàďę čãąęňł 2 čĲ ąâďńĺę ńę (0; 0). ŚňďĲőåİęňčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ ńâńęăŸ İĲňŽáĺăŸ (V_1; V_2); (V_2; V_3); . . . ; (V_i; V_{i+1}; . . .

âàł æńęň V^2_i + V^2_{i+1} < 1, ŻđćŸŻã âàł æńęň ńę ľđčĲåę ŸďãąĲă ľńęď čęďŸŻăŸåę ąçąćę čĲ ąâďńĺę ńę (0; 0). ŠæńĲ §âńęňčĲ R^2 = V^2_1 + V^2_2 ĲŋĞ =

V_2 V_1 ąŸă čğęĺĲå ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă R^2 ∼ U(0; 1) ąŸă Ğ ∼ U(0; 2ı) æğęň ńŸ R^2 ąŸă Ğ ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł ń.č. ŚňďĲğéł ńę İĲňŽáĺă (R; Ğ) ĲåďŸă æńă ŸğŸăńĲåńŸă ŽăŸ ńđď čâ§ęŻę Box M-uller, ąŸă čğęĺęçčĲ ďŸ ŽĺáŕęňčĲ đčĞ = V_2(V^2_1 + V^2_2 )^{− 12}

ľňďĞ = V_1(V^2_1 + V^2_2 )^{− 12} :

ĂĺŸ âďŸ İĲňŽáĺă ŸďĲěŸĺńãńàď Ň(0; 1) ń.č., Ň_1 ąŸă Ň_2, ŻåďĲńŸă Ÿğæ

Ň_1 = ( −2 ln(R^2)

) 1_2

V_2(V^2_1 + V^2_2 )^{− 12}

Ň_2 = ( −2 ln(R^2)

) 1_2

V_1(V^2_1 + V^2_2 )^{− 12} ã Ň_1 = ( −2 ln(V^2_1 + V^2_2 )

) 1_2

V_2(V^2_1 + V^2_2 )^{− 12}

Ň_2 = ( −2 ln(V^2_1 + V^2_2 )

) 1_2

V_1(V^2_1 + V^2_2 )^{− 12} ąŸńŸćãŽęďńŸł ľńăł Ň_1 = V_2 ( −2 ln W W ) 1_2

Ň_2 = V_1 ( −2 ln W W ) 1_2

æğęň W = V^2_1 + V^2_2 . H ăŻâŸ ńđł őĺãľđł ńđł čĲ§æŻęň ńđł Ÿğæĺĺăŕđł ŽăŸ ďŸ ŸğęŋçŽęňčĲ ńęď ňğęćęŽăľčæ ńàď ńĺăŽàďęčĲńĺăąéď ľňďŸĺńãľĲàď åľàł ŋŸåďĲńŸă ğŸĺáěĲďđ, Ÿććá ğŸĺŸńđĺĲåľńĲ æńă ńŸ İĲňŽáĺăŸ (V_1; V_2) ŸğęĺĺåğńęďńŸă čæďę čĲ ğă§ŸďæńđńŸ 1 − ı=4.

2.3.6 ŔŸĺŸŽàŽã ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď Ÿğæ ŻăŸąĺăńâł ąŸńŸďęčâł

Ńâ§ęŻęł ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł ’ĎőęňčĲ ãŻđ ŻĲå æńă ŻăŸąĺăńâł ąŸńŸďęčâł ğŸĺáŽęďńŸă ĲçąęćŸ čĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł. ’Ďľńà P r(X = i) = p_i, ąŸă P_i = ∑ j≤i p_j , ŽăŸ i = 1; 2; . . . ; n. ŠæńĲ F^{−1}(u) = min{x | F_X (x) ≥ u} = i; Ÿď P_{i−1} < u ≤ P_i; P_0 = 0 ąŸă ę ŸćŽæĺă§čęł ĲåďŸă

1. U ∼ U(0; 1) → U = u 2. ’ĎćĲŽőęł P_i ≤ u

ĂŇ ŇĂĹ i → i + 1 ĂŇ ŐŢĹ X = i Ăććá ę ğŸĺŸğáďà ŸćŽæĺă§čęł ğŸĺęňľăáİĲă ńę čĲăęďâąńđčŸ æńă ŸĺőåİĲă Ÿğæ ŸĺăľńĲĺá ąŸă ŸğŸăńĲå ŽăŸ ńđď Ĳğăľńĺęŋã X = i, i ľňŽąĺåľĲăł. ŚňďĲğéł E(Ÿĺă§čæł ľňŽąĺåľĲàď) = ∑ i ip_i = E(X)

ąŸă ę ŸćŽæĺă§čęł, ĲăŻăąá ŽăŸ čĲŽáćę n, čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ğęćç ŸĺŽæł.

Ăď đ ľ.ğ.ğ. ĲåďŸă Žďàľńæ æńă ĲåďŸă ğĲĺåğęň ľňččĲńĺăąã ąŸă čĲ čåŸ ąęĺňŋã, ńæńĲ âďŸł ĲďŸććŸąńăąæł ŸćŽæĺă§čęł §Ÿ áĺőăİĲ Ÿğæ ńđď "čâľđ", ąŸă §Ÿ ĲğŸďŸćáčŹŸďĲ ńđď ŻăŸŻăąŸľåŸ ĲĺĲňďéďńŸł ŸĺăľńĲĺá-ŻĲěăá:

1. ĞâńęňčĲ L = 0; R = n 2. ŔŸĺáŽęňčĲ U ∼ U(0; 1); → U = u 3. ĞâńęňčĲ i =^{L+R}_2 4. ĂŇ u > P_i §âńęňčĲ L = i

ĂŇ u ≤ P_i §âńęňčĲ R = i UNTIL L ≥ R − 1 5. ĞâńęňčĲ X = i Ńâ§ęŻęł ńđł ľçď§Ĳľđł Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă §âćęňčĲ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ ńđď X ∼ Bin(3; 1=3). Şğáĺőęňď Żçę ğĺęŋŸďĲåł čâ§ęŻęă:

1. ŔŸĺáŽęňčĲ ŸďĲěáĺńđńĲł ńăčâł u_1; u_2; u_3 Ÿğæ ńđď ęčęăæčęĺŋđ U(0; 1), ąŸă čĲńĺęçčĲ ğæľĲł Ÿğæ Ÿňńâł Ÿďãąęňď ľńę ŻăáľńđčŸ (0; 1=3). Ďď ŽâďĲă, ŽăŸ ńđď B(n; 1=3) ŸğŸăńęçďńŸă n ğŸĺŸŽàŽâł ńđł U(0; 1).

2. ŢĺđľăčęğęăęçčĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł

ĞŸ ŻęçčĲ ńéĺŸ čåŸ áććđ čâ§ęŻę: Ÿł ľőđčŸńåľęňčĲ ńăł ğă§ŸďæńđńĲł čĲ ŸąĺåŹĲăŸ ńĺăéď ŻĲąŸŻăąéď. i p_i 0 0:2 9 6 1 0:4 4 5 2 0:2 2 2 3 0:0 3 7 Ă§ĺęăľčŸ: 81820

’ĎőęňčĲ p_0 = 0:296 = 0:8 × 2 8 + 0:18 × 9 18 + 0:02 × 6 20 p_1 = 0:445 = 0:8 × 4 8 + 0:18 × 4 18 + 0:02 × 5 20 p_2 = 0:222 = 0:8 × 2 8 + 0:18 × 2 18 + 0:02 × 2 20 p_3 = 0:037 = 0:8 × 0 8 + 0:18 × 3 18 + 0:02 × 7 20 ČđćŸŻã p_i = 0:8f_{i1} + 0:18f_{i2} + 0:02f_{i3}, æğęň

(f_{01}; f_{11}; f_{21}; f_{31}) = { 2 8 ; 4 8 ; 2 8 ; 0 }

(f_{02}; f_{12}; f_{22}; f_{32}) = { 9 18 ; 4 18 ; 2 18 ; 3 18 }

(f_{03}; f_{13}; f_{23}; f_{33}) = { 6 20 ; 5 20 ; 2 20 ; 7 20 }

ĂĺŸ ę ŸćŽæĺă§čęł ĲåďŸă:

1. ŔŸĺáŽęňčĲ j^∗ Ÿğæ j ı_j 1 0:8 2 0:18 3 0:02

2. ČĲŻęčâďđł ńđł ńăčãł j^∗, ğŸĺáŽà i^∗ Ÿğæ i f_{ij}∗ 0 f_{0j}∗ 1 f_{1j}∗ 2 f_{2j}∗ 3 f_{3j}∗

3. ĞâńęňčĲ X = i^∗ ⇒ X ∼ Bin(3; 1=3)

ĄĲćńăéďĲńŸă đ ŸğęŻęńăąæńđńŸ čĲ ńęď ğŸĺŸğáďà ŸćŽæĺă§čę; ĲåďŸă čĲď ğăæ ŽĺãŽęĺęł, Ÿććá âőĲă ńę čĲăęďâąńđčŸ ńđł ąŸńŸľąĲňãł ńàď ı_j; f_{ij} . Ę ğŸĺŸğáďà æčàł ăŻâŸ âőĲă "ąŸććăĲĺŽđ§Ĳå" ąŸă âńľă ę ğŸĺŸğáďà ŸćŽæĺă§čęł ŸğęńĲćĲå âďŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ ńđł čĲ§æŻęň "Alias". Ăď ąŸă ŻĲď §Ÿ Ÿľőęćđ§ęçčĲ ĲŻé čĲ Ÿňńã ńđď čâ§ęŻę, §Ÿ ŻęçčĲ Ÿğćéł ğàł ŻăňćåİĲńŸă ę ğŸĺŸğáďà ŸćŽæĺă§čęł. Šę ğĺæŹćđčŸ ğŸĺŸčâďĲă ğĺęľęčęåàľđ ńđł Żňàďňčăąãł Bin(3; 1=3), ąŸă ŸĺőåİęňčĲ ğáćă čĲ ńđď ąŸńŸľąĲňã ńđł ľ.ğ.ğ.: i p_i 0 8=27 1 12=27 2 6=27 3 6=27 ąŸă ąŸńŸľąĲňáİęňčĲ (čĲ ąáğęăę ńĺæğę) ńđď Ÿąæćęň§đ ľçď§Ĳľđ: 8 27 = 1 4 ( 9 27 + 0 + 0 + 23 27 )

12 27 = 1 4 (18 27 + 9 27 + 21 27 + 0 ) 6 27 = 1 4 ( 0 + 8 27 + 6 27 + 0 ) 1 27 = 1 4 ( 0 + 0 + 0 + 4 27 )

ąŸă æğàł ąŸă ğĺęđŽęňčâďàł, p_i = ∑ ı_j f_{ij} ; ı_j =^1_4 , ńŸ f_{ij} ŻåďęďńŸă Ÿğæ

(f_{01}; f_{11}; f_{21}; f_{31}) = { 9 27 ; 18 27 ; 0; 0 }

(f_{02}; f_{12}; f_{22}; f_{32}) = { 0; 9 27 ; 18 27 ; 0 }

(f_{03}; f_{13}; f_{23}; f_{33}) = { 0; 21 27 ; 6 27 ; 0 }

(f_{04}; f_{14}; f_{24}; f_{34}) =

{ 23 27 ; 0; 0; 4 27 } ; ąŸă ę ŸćŽæĺă§čęł ĲåďŸă

1. ČăŸćâŽęňčĲ f ( ã ı_j ) čĲ ğă§ŸďæńđńŸ 1=4

2. ČăŸćâŽęňčĲ i = 0; 1; 2 ã 3 čĲ ğă§ŸďæńđńŸ ğęň ŻåďĲńŸă Ÿğæ ńăł ńăčâł f_{ij} , ŽăŸ ŻĲŻęčâďę j.

3. ĞâńęňčĲ X = i ⇒ X ∼ Bin(3; 1=3) ŚđčĲăéďęňčĲ ĲŻé æńă æćĲł ęă ŻăŸąĺăńâł ľ.ğ.ğ. f ĲåďŸă ąŸńŸďęčâł 2 ľđčĲåàď, áĺŸ ğęćç ĲçąęćĲł ŽăŸ ğŸĺŸŽàŽã. Ďğåľđł, ı_j = 1=4 ąŸă ľĲ Ÿňńæď ńęď ŸćŽæĺă§čę ŻĲď őĺĲăáİĲńŸă ďŸ ąŸńŸľąĲňáľęňčĲ ńŸ ı_j . Ő ŸćŽæĺă§čęł "Alias" ąŸńŸľąĲňáİĲă ğáďńŸ ńâńęăęň ĲåŻęňł Ÿğęľçď§Ĳľđ ńđł ŻăŸąĺăńãł ąŸńŸďęčãł ğęň §âćęňčĲ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ, ąŸă ĲåďŸă ğęćç ŸğęŻęńăąæł (ŽĺãŽęĺęł).

36

ĽĲŋáćŸăę 3

ŠĲőďăąâł Ĳćáńńàľđł ŻăŸľğęĺáł ąŸă ęćęąćãĺàľđł Monte Carlo

3.1 Monte Carlo ęćęąćãĺàľđ

Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă đ ńăčã ńęň ęćęąćđĺéčŸńęł „ = ∫ ffi(x)f(x)dx (3:1)

ĲåďŸă áŽďàľńđ, ąŸă âľńà æńă đ f(x) ĲåďŸă ľ.ğ.ğ. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, Ÿď ã ffi(x) ğŸåĺďĲă ńăčâł x; x^r; I_{(x<c)} ńę „ ŻåďĲă ŸďńåľńęăőŸ ńęď čâľę, ńăł ĺęğâł r-ńáěđł, ąŸă ńđď Ÿ§ĺęăľńăąã ľňďáĺńđľđ ąŸńŸďęčãł ńđł f. ŔĲĺăğńéľĲăł æğęň ńę ęćęąćãĺàčŸ ńđł (3:1) ĲåďŸă ŸďŸćňńăąá ŸŻçďŸńę ďŸ ňğęćęŽăľ§Ĳå, ĲåďŸă ğő æńŸď ńę ffi(x)f(x) ã ńę ŻăáľńđčŸ ńđł ęćęąćãĺàľđł ĲåďŸă ğęćç ğĲĺåğćęąŸ.

Šę Ÿďàńâĺę ğĺæŹćđčŸ ĲåďŸă čđ-ğă§Ÿďę§Ĳàĺđńăąæ, Ÿććá đ ćçľđ ńęň čğęĺĲå ďŸ ŹŸľăľńĲå ľĲ ăŻâŸ ğŸĺčâďđ Ÿğæ ńđď §ĲàĺåŸ ğă§Ÿďęńãńàď, àł Ĳěãł:

Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă ğŸĺáŽęňčĲ ńňőŸåę ŻĲåŽčŸ X_1; X_2; . . . ; X_n Ÿğæ ńđď ąŸńŸďęčã čĲ ľ.ğ.ğ. f. ĞâńęňčĲ ^„ = n^{−1 n}∑ i=1 ffi(X_i)

ŠæńĲ

E(^„) = n^{−1} n∑ i=1 E (ffi(X_i)) = n^{−1}nE (ffi(X)) =

= E (ffi(X)) = ∫ ffi(x)f(x)dx = „

V (^„) = n^{−1}V (ffi(X)) = n^{−1} ∫ [ffi(x) − „]^2 f(x)dx = c n (3:2)

ŽăŸ ąáğęăŸ ľńŸ§Ĳĺá c. ’ĂĺŸ ńę ńňğăąæ ľŋáćčŸ ńđł ĲąńăčãńĺăŸł ^„ ĲåďŸă ŸďáćęŽę ńęň 1= √ n ąŸă đ ^„ ĲåďŸă ľňďĲğãł ĲąńăčãńĺăŸ ńđł „. ĆăŸ ĲňąęćåŸ čŸł, ľĲ Ÿňńâł ńăł ľđčĲăéľĲăł, §Ÿ ęďęčáİęňčĲ ńđď ğŸĺŸğáďà čâ§ęŻę ‘ffi − f^′ čâ§ęŻę.

ĎåďŸă ľŸŋâł æńă ŻăŸŋęĺĲńăąâł ĲğăćęŽâł f ąŸă ffi ąŸńŸćãŽęňď ľĲ ŻăŸŋęĺĲńăąâł ľńŸ§Ĳĺâł c ľńđď (3.2), ąŸă ńę ğĺæŹćđčŸ ĲåďŸă ďŸ ŹĺęçčĲ ąŸńáććđćĲł ĲğăćęŽâł ğęň ďŸ ĲğăńňŽőáďęňď æľę ńę ŻňďŸńæď čăąĺæńĲĺę c. Ăł ŻęçčĲ čĲĺăąá ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ ĲğăćęŽéď ‘ffi − f^′ , æńŸď İđńĲåńŸă đ ńăčã ńęň ęćęąćđĺéčŸńęł „ = ∫_∞ 2 1 ı 1 1 + x^2 dx; (3:3)

ğęň ăľęçńŸă čĲ P (X > 2) æńŸď X ∼ Cauchy: 1. f(x) = 1 ı(1 + x^2)

; x ∈ ℜ

ffi(x) = I_{(x>2)} = { 1; x > 2 0; x ≤ 2

2. Tę „ čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă „ =^1_2 P (| x| > 2)

f(x) = 1 ı(1 + x^2)

; x ∈ ℜ

ffi(x) = I_{(| x|>2)} = { 1; | x| > 2 0; | x| ≤ 2 3. 1 − 2„ =

∫_2 −2 1 ı(1 + x^2) dx = 2

∫_2 0 1 ı(1 + x^2) dx f(x) = 1 2 ; x ∈ (0; 2)

ffi(x) = 2 ı(1 + x^2) 4. Ăď y = x^{−1}, ńæńĲ „ = ∫_∞ 2 1 ı(1 + x^2) dx =

∫_{1=2} 0 y^{−2} ı(1 + y^{−2}) dy =

∫_{1=2} 0 1 ı(1 + y^2) dy: f(x) = 2; x ∈ (0; 1=2)

ffi(x) = 1 2ı(1 + x^2) Śńđď ľňďâőĲăŸ, ąŸă ŽăŸ ďŸ ĲğăńĺŸğĲå ąáğęăŸ ľçŽąĺăľđ ńđł ‘ffi − f^′ čĲ§æŻęň čĲ čåŸ ğăę ŸğćęçľńĲĺđ ńĲőďăąã ęćęąćãĺàľđł, §Ÿ ĲăľáŽęňčĲ ńđď čâ§ęŻę ęćęąćãĺàľđł ‘hit and miss’. ’Ďľńà æńă ffi(x); x ∈ (a; b) ĲåďŸă čåŸ ŋĺŸŽčâďđ ľňďáĺńđľđ čĲ 0 ≤ ffi(x) ≤ c, ąŸă Ÿł ňğę§âľęňčĲ æńă İđńĲåńŸă đ ńăčã ńđł ğĲĺăęőãł ąáńà Ÿğæ ńđď ąŸčğçćđ ffi, ŻđćŸŻã = ∫_b a ffi(x)dx = (b − a)

∫_b a ffi(x)f(x)dx; f(x) = 1 b − a

; x ∈ (a; b)

3.1. Monte Carlo ęćęąćãĺàľđ 39

Ę čâ§ęŻęł ‘hit and miss’

Ő ŸćŽæĺă§čęł ‘hit and miss’ ğŸĺáŽĲă ńňőŸåŸ ľđčĲåŸ ľńę ğŸĺŸććđćæŽĺŸččę ğęň ęĺåİĲńŸă Ÿğæ ńŸ ľđčĲåŸ (a; 0); (b; 0); (a; c); (b; c) ąŸă Ĳąńăčá ńę Ÿğæ ńđď ľňőďæńđńŸ ńàď ľđčĲåàď ğęň ğâŋńęňď ąáńà Ÿğæ ńđď ąŸčğçćđ ffi(x). Ŕăę ľňŽąĲąĺăčâďŸ, âľńà U_i ∼ U(a; b) ąŸă V_i ∼ U(0; c), i = 1; 2; . . . ; ní ŻđčăęňĺŽęçčĲ âńľă âďŸ ęčęăæčęĺŋę ńňőŸåę ŻĲåŽčŸ čĲŽâ§ęňł n ľńę ğŸĺŸććđćæŽĺŸčę ğęň ğĲĺăąćĲåĲă ńđď ffi. ŐĺåİęňčĲ

~ = c(b − a)

ĎčŹŸŻæď ńęň ğŸĺ/čęň ľňőďæńđńŸ ľđčĲåàď ąáńà Ÿğæ ńđď ffi(x) 1 n n∑ i=1 I_{(Vi≤ffi(Ui))}

E( ~ ) = c(b − a) 1 n nE [ I_{(V ≤ffi(U ))} ] = c(b − a)P (V ≤ ffi(U)) =

V ( ~ ) = c^2(b − a)^2 1 n^2 n [ E(I^2) − E^2(I) ] ; Ĺ ∼ Bernoulli

= c^2(b − a)^2 1 n {P (V ≤ ffi(U)) [1 − P (V ≤ ffi(U))]} = c^2(b − a)^2 n [ c(b − a) ( 1 − c(b − a) )] = 1 n [c(b − a) − ]

Ę čâ§ęŻęł ‘Œ − f^′

^ = (b − a) 1 n n∑ i=1 ffi(X_i); X_i ∼ U(a; b)

E( ^ ) =

V ( ^ ) = (b − a)^2 1 n^2 nV (ffi(X)) = (b − a)^2 n [ E(ffi^2) − E^2(ffi) ] ; = (b − a)^2 n ∫_b a ffi^2(x) b − a dx − [∫_b a ffi(x) b − a dx ]_2

= (b − a)^2 n {∫_b a ffi^2(x) b − a dx − 2 (b − a)^2 }

ĞŸ ŸğęŻĲåěęňčĲ ńéĺŸ æńă V ( ^ ) ≤ V ( ~ ). Ćă Ÿňńæ, ğŸĺŸńđĺéďńŸł æńă cffi(x) ≥ ffi^2(x), âőęňčĲ

V ( ^ ) ≤

(b − a)^2 n { c ∫_b a ffi(x) b − a dx − 2 (b − a)^2 } = = 1 n [ c(b − a) − ^2 ] = V ( ~ )

ŚňďĲğéł, đ ‘hit and miss’ čâ§ęŻęł ĲåďŸă őĲăĺæńĲĺđ Ÿğæ Ÿğćęăąæ Monte-Carlo!

3.2. ČĲăŽčŸńęćđŕåŸ ľğęňŻŸăæńđńęł 41

3.2 ČĲăŽčŸńęćđŕåŸ ľğęňŻŸăæńđńęł

Ę ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ ľğęňŻŸăæńđńęł (importance sampling) ľńđĺåİĲńŸă ľńđď åŻăŸ ăŻâŸ čĲ ńđď ‘ffi − f^′ čâ§ęŻę, Ÿććá, Ĳďé đ ĲğăćęŽã ńàď ffi ąŸă f ğęň ďŸ ĲğăńňŽőáďĲă æľę ńę ŻňďŸńæď čăąĺæńĲĺđ ŻăŸľğęĺá ńđł ĲąńăčãńĺăŸł čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ğęćç Żçľąęćđ, ã ąŸă ŸŻçďŸńđ, ĲŻé ğĺęńĲåďĲńŸă ĲğăćęŽã čăŸł ľňďáĺńđľđł ğęň čăčĲåńŸă, æľę ńę ŻňďŸńæď ğĲĺăľľæńĲĺę, ńę ľőãčŸ ńđł ľňďáĺńđľđł ğĺęł ęćęąćãĺàľđ. Ăł ŻęçčĲ ğàł ĲğăńňŽőáďĲńŸă Ÿňńæ.

’Ďľńà „ = ∫ h(x)dx ńę İđńęçčĲďę ęćęąćãĺàčŸ, ąŸă âľńà g čåŸ ľ.ğ.ğ. ’ĎőęňčĲ, ěĲąăďéďńŸł æğàł ľńđď ‘ffi − f^′ čâ§ęŻę, „ = ∫ ffi(x)f(x)dx = ∫ ffi(x) f(x) g(x) g(x)dx = ∫ (x)g(x)dx (= E_g [ (x)])

ŠæńĲ, čğęĺęçčĲ ďŸ ŻăŸćâěęňčĲ čăŸł Ĳą ńàď Żçę čĲ§ęŻęćęŽăéď:

1. ŔŸĺáŽęňčĲ ŻĲåŽčŸ X_1; X_2; . . . ; X_n Ÿğæ ńđď f, ąŸă ĲąńăčęçčĲ ńę „ čĲ ńđď

^„_f = 1 n n∑ i ffi(X_i)

2. ŔŸĺáŽęňčĲ ŻĲåŽčŸ X_1; X_2; . . . ; X_n Ÿğæ ńđď g, ąŸă ĲąńăčęçčĲ ńę „ čĲ ńđď

^„_g = 1 n n∑ i (X_i)

Ę ğĺéńđ ĲåďŸă đ Žďàľńã ‘ffi − f^′ čâ§ęŻęł, Ÿł ŻęçčĲ ńăł ăŻăæńđńĲł ńđł ŻĲçńĲĺđł:

E(^„_g) = 1 n ∑ E_g ( (X_i)) = „

V (^„_g) = E ( ^„_g(X) − „

)_2

= 1 n ∫ [ ffi(x)f(x) g(x) − „ ]_2

g(x)dx = 1 n ∫ [ h(x)

g(x) − „ ]_2

g(x)dx = 1 n V_g ( h g )

’ĂĺŸ, đ ŻăŸľğęĺá ńđł ^„_g čđŻĲďåİĲńŸă Ÿď h(x)=g(x) ăľęçńŸă čĲ „, ąŸă ĲğĲăŻã Ÿňńæ ğĺęňğę§âńĲă a priori Žďéľđ ńęň „, ğĺęľğŸ§ęçčĲ ďŸ ĲğăńçőęňčĲ ăľæńđńŸ ńęň h(x)=g(x) čĲ ąáğęăŸ ľńŸ§Ĳĺá, ã, ăľęŻçďŸčŸ, ğĺęľğŸ§ęçčĲ ďŸ ŹĺęçčĲ čåŸ g ğęň ďŸ čăčĲåńŸă æľę ńę ŻňďŸńæď ğĲĺăľľæńĲĺę ńę ľőãčŸ ńđł h. Ę ľňďáĺńđľđ g(x) ąŸćĲåńŸă ľňőďá ľňďáĺńđľđ ľğęňŻŸăæńđńŸł (importance function) ąŸă đ ŻăŸŻăąŸľåŸ ğŸĺŸŽàŽãł X_i àł ğĺęł g ąŸćĲåńŸă ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ ľğęňŻŸăæńđńęł. Ăł ľđčĲăéľęňčĲ ĲŻé, æńă đ ĲğăćęŽã ńàď ľ.ğ.ğ. f ã g ľńđď ‘ffi − f^′ ã ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ ľğęňŻŸăæńđńęł ŸďńåľńęăőŸ, ĲåďŸă čĲď ńę ąćĲăŻå ńđł ĲğăńňőåŸł ńàď čĲ§æŻàď, Ÿććá ĲğăŋňćáľľĲă ąăďŻçďęňłí ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, čğęĺĲå ďŸ ąĲĺŻåľęňčĲ ľĲ ŸğęŻęńăąæńđńŸ ŻăŸćâŽęďńŸł čåŸ g ğęň čăčĲåńŸă ńę ľőãčŸ ńđł h, Ÿććá ńŸňńæőĺęďŸ ďŸ őáľęňčĲ ĲğĲăŻã ğŸĺŸŽàŽã ńăčéď Ÿğæ ńđď g ďŸ ĲåďŸă ğęćç ŻŸğŸďđĺã. ĞŸ ěŸďŸńęďåľęňčĲ ćęăğæď, æńă ľňďńŸŽâł ŽăŸ ąŸćã ĲğăćęŽã ńàď ľ.ğ.ğ. ŻĲď ňğáĺőęňď ąŸă đ æćđ ŻăŸŻăąŸľåŸ őŸĺŸąńđĺåİĲńŸă čáććęď "ńâőďđ".

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 13 Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă §âćęňčĲ ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńę ęćęąćãĺàčŸ (3:3): „ = ∫_∞ 2 1 ı 1 1 + x^2 dx ĎğăćâŽęňčĲ g(x) = 2 x^2

; x ∈ (2; ∞)

ğęň čăčĲåńŸă ńę ľőãčŸ ńđł ğęľæńđńŸł ğĺæł ęćęąćãĺàľđ ľńę (2; ∞). ’ĎőęňčĲ G(x) =

∫_x 2 2 t^2 dt = 1 − 2 x ąŸă čğęĺęçčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ ńăčâł Ÿğæ ńđď g čĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł (ğĺęŋŸďéł G(∞) = 1 ⇒ g ĲåďŸă ľ.ğ.ğ.). Ďğåľđł, Ÿď U ∼ U(0; 1) ⇒ 1 − U ∼ U(0; 1), ľňďĲğéł X = 2=U ĲåďŸă ń.č. čĲ ľ.ğ.ğ. g. ∫ (x)g(x)dx = ∫_∞ 2 = x^2 2ı(1 + x^2) 2 x^2 dx = E_X ( (X)) =

= E_{1=X} ( ( 1 X ) ) = E_{U (0;1=2)} ( 1 2ı(1 + x^2) ) ; ŽăŸńå 1 X ∼ U(0; 1=2)

’ĂĺŸ ąŸńŸćãěŸčĲ ľńđď ńâńŸĺńđ ğĲĺåğńàľđ ńđł ĲďæńđńŸł 3:1.

3.3. Ăďńå§ĲńĲł ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł 43

3.3 Ăďńå§ĲńĲł ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł

Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă ^„_1(X); ^„_2(X) ĲåďŸă ŸčĲĺæćđğńĲł ĲąńăčãńĺăĲł ńęň „ čĲ ŻăŸľğęĺâł ŸďńåľńęăőŸ V (^„_1); V (^„_2). ’ĎőęňčĲ Ď (1 2 ( ^„_1(X) + ^„_2(X) )) = „ V (1 2 ( ^„_1 + ^„_2 )) = 1 4 V (^„_1) + 1 4 V (^„_2) + 1 2 Cov(^„_1; ^„_2)

Ăď ňğę§âľęňčĲ æńă V (^„_1) = V (^„_2). ŠæńĲ V (1 2 ( ^„_1 + ^„_2 )) = 1 2 V (^„_1) + 1 2 Cov(^„_1; ^„_2) = 1 2 V (^„_1) 1 + Cov(^„_1; ^„_2) √ V (^„_1)V (^„_2) = 1 2 V (^„_1) [ 1 + Corr(^„_1; ^„_2) ]

ŚňďĲğéł Ÿď đ Corr(^„_1; ^„_2) ĲåďŸă čĲŽáćđ ąŸă Ÿĺďđńăąã, V [ 1 2 (^„_1 + ^„_2) ] ≪ V (^„_1)

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 14 ’Ďľńà „ = ∫_1 0 √ 1 − x^2dx ( = ı 4 )

ąŸă Ÿł ŻęçčĲ ğàł §Ÿ őĺđľăčęğęăęçľŸčĲ ŻăáŋęĺĲł ĲąńăčãńĺăĲł ąŸă ńđď ŹĲćńåàľđ ğęň ĲğăńňŽőáďęňď ęă Ÿďńå§ĲńĲł čĲńŸŹćđńâł:

1. Ę ‘hit and miss’ čâ§ęŻęł ğŸĺáŽĲă ęčęăæčęĺŋŸ ľđčĲåŸ ľńę čęďŸŻăŸåę ńĲńĺáŽàďę ğęň ğĲĺăąćĲåĲă ńđď √ 1 − x^2, ąŸă Ĳąńăčá ńę „ Ÿğæ ńđď ľňőďæńđńŸ ńàď ľđčĲåàď ğęň ğŸĺáŽęďńŸă čâľŸ ľńđď ğĺęł ęćęąćãĺàľđ ľňďáĺńđľđ:

n~„ ∼ Bin ( n; ı 4 ) ⇒ V (~„) = ı 4 ( 1 −^ı_4 ) n ≈ 0:182 n ŚđčĲăéďęňčĲ ĲŻé æńă ŽăŸ ńđď ğŸĺŸŽàŽã n ńăčéď ŽăŸ ńđď Ĳąńåčđľđ ńęň „ őĺĲăáİęďńŸă 2n ńăčâł ńđł ęčęăæčęĺŋđł U(0; 1).

2. Ę ‘ffi − f^′ čâ§ęŻęł, čĲ ffi(x) = √ 1 − x^2; f(x) ∼ U(0; 1), ąŸńŸľąĲňáİĲă ńđď ĲąńăčãńĺăŸ

^„ = 1 n ∑ i ffi(x_i)

ąŸă đ ŻăŸľğęĺá ĲåďŸă

V (^„) = 1 n ∫_1 0 (ffi − „)^2dx = 1 n [∫_1 0 ffi^2(x)dx − „^2 ]

= 1 n [( 1 − 1 3 ) − ( ı 4 )_2] = 0:0498 n ąŸă Ÿď ćáŹęňčĲ ňğæŕăď ńđď ğĺęđŽęçčĲďđ ğŸĺŸńãĺđľđ, ńæńĲ, ĲğĲăŻã ŽăŸ ńđď ‘ffi − f^′ čâ§ęŻę őĺĲăáİęďńŸă n ńăčâł Ÿğæ ńđď U(0; 1), §Ÿ ŽĺáŕęňčĲ æńă

V (^„) =

0:0249 n 3. Ăď U ∼ U(0; 1) ńæńĲ đ 1 − U ĲåďŸă đ Ÿďńå§Ĳńđ ń.č. ńđł U. Ăł őĺđľăčęğęăãľęňčĲ Żçę ŋęĺâł ńđď ‘ffi − f^′ čâ§ęŻę: ffi(u) = √ 1 − u^2 = √ 1 − (1 − u)^2 ŠæńĲ „^∗ = 1 n ∑ i 1 2 [√ 1 − u^2_i + √ 1 − (1 − u_i)^2 ]

nV („^∗) = 1 2 { V (√ 1 − U^2 ) + Cov (√ 1 − U^2; √ 1 − (1 − U)^2 )}

= 1 2 ( 2 3 − ı^2 16 ) + + 1 2 { E (√ (U + 1)(U)(U − 1)(U − 2) ) − ı^2 16 }

ŃğęĺĲå ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă V („^?) =

0:0052 n ąŸă ľňŽąĺăďæčĲďđ čĲ ńđď ‘hit and miss‘ čâ§ęŻę

V ar(„^?) =

0:0026 n Šâćęł, ŽăŸ ćæŽęňł ğćđĺæńđńŸł,ŻåďęňčĲ ńę ğŸĺŸąáńà §ĲéĺđčŸ:

ĞĲéĺđčŸ 3 ’Ďľńà g čåŸ čęďæńęďđ ľňďáĺńđľđ ľńę (0; 1) ąŸă U ∼ U(0; 1), ńæńĲ Corr (g(U); g(1 − U)) < 0 ĂğæŻĲăěđ: ’Ďľńà, őàĺåł ŹćáŹđ ńđł ŽĲďăąæńđńŸł, æńă đ g ĲåďŸă ŸçěęňľŸ. ’Ďľńà Ÿąæčđ, æńă „ = E (g(U)) = E (g(1 − U)). ĞâńęňčĲ

inf(u : g(u) > „) = 1 − t

’ĎőęňčĲ Cov {g(U); g(1 − U)} = E {(g(U) − „)(g(1 − U) − „)} = E {g(U)(g(1 − U) − „)} = ∫_1 0 g(u) [g(1 − u) − „] du = ∫_t 0 g(u) [g(1 − u) − „] du + + ∫_1 t g(u) [g(1 − u) − „] du < g(t)

∫_1 0 [g(1 − u) − „] du < 0 3.4 ŠňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł ĲćâŽőęň

ĞŸ ĲěĲńáľęňčĲ ĲŻé čåŸ áććđ čâ§ęŻę Ĳąńåčđľđł ńđł ńăčãł Ĳďæł ęćęąćđĺéčŸńęł ğęň čğęĺĲå ďŸ ĲğăńçőĲă Ĳćáńńàľđ ńđł ŻăŸľğęĺáł ńđł ĲąńăčãńĺăŸł. ’Őğàł §Ÿ ŋŸďĲå, ňğáĺőĲă ľŸŋãł ľőâľđ ńđł čĲ§æŻęň čĲ ńđď ğŸćăďŻĺæčđľđ. Šę ğĺæŹćđčŸ ĲåďŸă ğáćă đ Ĳąńåčđľđ ńęň „, ąŸă âľńà „ = E(Z) = E [ffi(X)] Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă ňğáĺőĲă W = (X) čĲ Ď(W ) Žďàľńã ąŸă W ľňľőĲńăľčâďđ čĲ ńđď Z. ŠæńĲ, čĲ ŻĲŻęčâďę ŻĲåŽčŸ X_1; . . . ; X_n, âőęňčĲ ^„ = 1 n n∑ i=1 [Z_i − (W_i − E(W_i))] = 1 n n∑ i=1 [ffi(x_i) − [ (x_i) − E ( (x_i))]] ŠæńĲ E(^„) = 1 n n∑ i=1 E (ffi(X)) − [E ( (x_i)) − E ( (x_i))] = 1 n × nE (ffi(X)) = „ Ăććá V (^„) ğĲĺăćŸčŹáďĲă ńđď −Cov(Z; W ), áĺŸ, Ĳáď đ Corr(Z; W ) ĲåďŸă čĲŽáćđ ńæńĲ ĲğăńňŽőáďĲńŸă čăąĺã V (^„).

ŔĺęĲąńĲåďęďńŸł ńŸ ğŸĺŸğáďà, âľńà æńă W_j = _j (X); j = 1; 2; . . . ; p; čĲ E(W_j ) Žďàľńã ŠæńĲ, ŽăŸ ąáğęăŸ ˛_1; ˛_2; . . . ; ˛_p ^„ = 1 n {_n ∑ i=1 ffi(x_i) − ˛_1 (W_1 − E(W_1)) − · · · − ˛_p (W_p − E(W_p)) }

ąŸă âőęňčĲ

E(^„) = „

V (^„) = 1 n^2 n {V [ffi(X_i) − ˛_1 (W_1 − E(W_1)) − · · · − ˛_p (W_p − E(W_p))]} = 1 n { E {[ffi(X_i) − ˛_1 (W_1 − E(W_1)) − · · · − ˛_p (W_p − E(W_p))]}^2

−E^2 {[ffi(X_i) − ˛_1 (W_1 − E(W_1)) − · · · − ˛_p (W_p − E(W_p))]} }

’ĂĺŸ đ ĲćŸőăľńęğęåđľđ ńđł V (^„) àł ğĺęł ńŸ ˛_i; i = 1; . . . ; p ŽăŸ ŻĲŻęčâďŸ W ĲğăńňŽőáďĲńŸă čĲ ńđď ĲćŸőăľńęğęåđľđ ńđł

E {[Z − ˛_1 (W_1 − E(W_1)) − · · · − ˛_p (W_p − E(W_p))]}^2 (3:4)

ğęň ĲåďŸă đ ŸďŸčĲďæčĲďđ ńĲńĺŸŽàďăąã ŸğæľńŸľđ ńđł Z Ÿğæ ńęď ŽĺŸččăąæ ľňďŻăŸľčæ ńàď W , ąŸă ĲåďŸă ğĺęŋŸďãł đ ľçďŻĲľđ čĲ ńđď ğęććŸğćã ŽĺŸččăąã ğŸćăďŻĺæčăľđ.

Śńđď ğĺáěđ, ěĲąăďáčĲ ĲğăćâŽęďńŸł čĲĺăąâł W , ąŸă Ÿğæ ąáğęăŸ pilot study ğŸĺáŽęňčĲ ŻĲåŽčŸ z_j ; w_{1j} ; . . . ; w_{pj} , æğęň j = 1; . . . ; N, ąŸă ĲğăćâŽęňčĲ ˛_i; i = 1; . . . ; p ğęň ĲćŸőăľńęğęăęçď ńę á§ĺęăľčŸ

∑_N

j=1(z_j −

∑_p

i=1 ˛_iw_{ij} )^2.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 15 ĎğŸďĲĺőæčŸľńĲ ľńę Žďéĺăčę ęćęąćãĺàčŸ (3:3):

„ = P (X > 2) = ∫_∞ 2 1 ı 1 1 + x^2 dx æğęň X ∼ Cauchy. ŚçčŋàďŸ čĲ ńđď ńâńŸĺńđ čâ§ęŻę ńđł 3:1, ńę ęćęąćãĺàčŸ (3:3) ąŸńŸćãŽĲă ľńę ∫_{1=2} 0 1 ı(1 + y^2) dy čĲ f(x) = 2; x ∈ (0; 1 2 ); ffi(x) = 1 2ı(1 + x^2) : ĞĲàĺęçčĲ ńăł ĲąńăčãńĺăĲł, ŽăŸ X ∼ U(0; 1=2), a ( X^2 − E(X^2) ) + b ( X^4 − E(X^4) ) ã a ( X^2 − 1=12) ) + b ( X^4 − 1=80 ) ľŸď ˛_1 (W_1 − E(W_1)) − ˛_2 (W_2 − E(W_2)) :

Śńđď ľňďâőĲăŸ, ğŸĺáŽęňčĲ X_1; . . . ; X_N , ňğęćęŽåİęňčĲ ńŸ X^2_i ; X^4_i ąŸă ffi(X_i), ąŸă ĲćŸőăľńęğęăęçčĲ ńę á§ĺęăľčŸ

min_{a;b} N∑ i=1 [ ffi(x_i) − a ( x^2_i − 1 12 ) − b ( x^4_i − 1 80 )]_2

ŢĺđľăčęğęăéďńŸł ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ąáğęăŸł ľňŽąĲąĺăčâďđł pilot study ğŸåĺďęňčĲ ^¸ = 0:312; ^˛ = −0:233, ąŸă ľňďĲğéł đ (3:4) ĲąńăčĲåńŸă Ÿğæ ńę

∑_N i=1 [ ffi(x_i) − ^a ( x^2_i −^1_{12} ) − ^b ( x^4_i −^1_{80} )]_2 N ≈ 1:1 × 10^{−9} ŚňďĲğéł V (^„) ≈^{1:1×10−9}_n ğęň ĲåďŸă Ĳąğćđąńăąá čăąĺã, âďŸ ŻĲåŽčŸ čĲŽâ§ęňł n = 1 ĲåďŸă ŸĺąĲńæ!

3.5 4 ńĺæğęă Ĳąńåčđľđł ńęň ęćęąćđĺéčŸńęł (3.3)

ĞŸ ąćĲåľęňčĲ ńę ąĲŋáćŸăę ĲğŸďĲĺőæčĲďęă ľńęňł ńâľľĲĺĲăł ńĺæğęňł ńđł ĲďæńđńŸł 3:1, ąŸă ĲěĲńáİęďńŸł ńăł ŻăŸľğęĺâł ąá§Ĳ čăáł ńàď Ĳąńăčđńĺăéď. YğĲď§ňčåİęňčĲ æńă „ = P (X > 2); X ∼ Cauchy ąŸă ĲåďŸă Ÿğćæ ďŸ ŻęçčĲ æńă „ = 1 − F (2) = 1=2 − ı^{−1}Ĳŋ2 = 0:1476

1. ŔŸĺáŽęňčĲ n ńăčâł Ÿğæ ńđď Cauchy, ąŸă âľńà ^„ ńę ğęľęľńæ ńàď ńăčéď ğęň ğęň ĲåďŸă čĲŽŸćçńĲĺĲł ńęň 2. ŠæńĲ

n^„ ∼ Bin(n; „) ⇒ V ar(^„) =

„(1 − „) n ≈ 0:126 n 2. 2n^„ ∼ Bin(n; 2„) ⇒ V ar(^„) =

2„(1 − 2„) 4n ≃ 0:052 n ŻđćŸŻã âőęňčĲ čĲåàľđ ąŸńá 2.4 ŋęĺâł. 3. V (^„) = 1 n ∫ [ffi(x) − „]^2 f(x)dx = 1 2n ∫_2 0 ( 2 ı(1 + X^2)

− 0:1476

)_2

dx =

0:028 n ąŸă ĲğăńňŽőáďęňčĲ ğĲĺŸăńâĺà čĲåàľđ ąŸńá 2 ŋęĺâł. 4. V (^„) = 2 n ∫_{1=2} 0 ( 1 2ı(1 + X^2)

− 0:1476

)_2

dx =

0:00093 n ąŸă čĲ ńđď ńĲćĲňńŸåŸ "âěňğďđ" ŻĲăŽčŸńęćđŕåŸ ľğęňŻŸăæńđńŸł ĲğăńňŽőáďęňčĲ ğĲĺŸăńâĺà čĲåàľđ ąŸńŸ 300 ŋęĺâł.

ĽĲŋáćŸăę 4

ŔŸĺŸŽàŽã ĲěŸĺńđčâďàď ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď

4.1 ČăŸńĲńŸŽčâďę ŻĲåŽčŸ

ŚĲ ğęććâł ĲŋŸĺčęŽâł őĺĲăáİĲńŸă, Ÿďńå ďŸ ŻęňćĲçęňčĲ čĲ ŸďĲěáĺńđńę ŻĲåŽčŸ X_1; X_2; . . . ; X_n ďŸ őĺđľăčęğęăęçčĲ Ÿďń’ Ÿňńęç ńę ĲěŸĺńđčâďę ŻăŸńĲńŸŽčâďę ŻĲåŽčŸ X_{(1)}; X_{(2)}; . . . ; X_{(n)}. Ďą ğĺéńđł æŕĲàł, ŻĲď ňğáĺőĲă ğĺæŹćđčŸ: Ÿğćá ğŸĺáŽęňčĲ X_1; X_2; . . . ; X_n ąŸă ńę ŻăŸńáľľęňčĲ őĺđľăčęğęăéďńŸł âďŸď Ÿğæ ńęňł Žďàľńęçł ŸćŽæĺă§čęňł ŻăáńŸěđł. Ăććá, ĲăŻăąá ŽăŸ čĲŽáćŸ n, Ÿňńęå ęă ŸćŽæĺă§čęă ĲåďŸă ňğęćęŽăľńăąá ğęćç ŻŸğŸďđĺęå.

ŃăŸ ăŻâŸ ĲåďŸă ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ X_{(i)} = F^{−1}(U_{(i)}) æğęň U_{(1)} < U_{(2)} < · · · < U_{(n)} ĲåďŸă ŻăŸńĲńŸŽčâďę ŻĲåŽčŸ Ÿğæ ńđď U(0; 1). Šę ğĺæŹćđčŸ ńéĺŸ čĲńŸńå§ĲńŸă ľńđď ğŸĺŸŽàŽã ŻăŸńĲńŸŽčâďàď ńăčéď Ÿğæ ńđď ęčęăæčęĺŋđ ąŸńŸďęčã U(0; 1), ąŸă §Ÿ ĲěĲńáľęňčĲ ğŸĺŸąáńà ńĲőďăąâł ğŸĺŸŽàŽãł U_{(1)} < U_{(2)} < · · · < U_{(n)}.

4.1.1 Ńâ§ęŻęł ńđł Ÿąęćęň§åŸł

• ŔŸĺáŽęňčĲ ŸďĲěáĺńđńę ŻĲåŽčŸ U_1; U_2; . . . ; U_n Ÿğæ ńđď U(0; 1).

• ŐĺåİęňčĲ U_{(n)} = U^{1=n}_n . . U_{(k)} = U_{(k+1)} × U^{1=k}_k ; k = n − 1; n − 2; . . . ; 1 . . • Ĺľőňĺăľčæł: U_{(1)}; U_{(2)}; . . . ; U_{(n)} ĲåďŸă ŻăŸńĲńŸŽčâďę ŻĲåŽčŸ Ÿğæ ńđď U(0; 1).

ĂğæŻĲăěđ: Ăł §ĲàĺãľęňčĲ ńę max {n ŸďĲěáĺńđńàď ńăčéď Ÿğæ ńđď U(0; 1)}. ŠæńĲ

{Ÿ:ľ:ą: ńęň čâŽăľńęň ľńđď ńăčã y = P (max ≤ y)} = P (æćŸ ≤ y)

4.1. ČăŸńĲńŸŽčâďę ŻĲåŽčŸ 51 = n∏ i=1 P ( ąá§Ĳ âďŸ ≤ y)

= y^n

’ĂĺŸ čğęĺęçčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ U_{(n)} čĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł: §âńęňčĲ U_{(n)} ńđď n-ęľńã ĺåİŸ čăáł ńăčãł Ÿğæ ńđď U(0; 1). ’Ďńľă âőęňčĲ ŸğęŻĲåěĲă, æńă đ U_{(n)} = U^{1=n}_n ĲåďŸă čåŸ ń.č. čĲ ąŸńŸďęčã max {U_1; . . . ; U_n}. Śńđď ľňďâőĲăŸ, ğŸĺŸńđĺęçčĲ æńă ńę ğĺæŹćđčŸ čĲńŸńå§ĲńŸă ľńđď ĲçĺĲľđ ŻăŸńĲńŸŽčâďęň ŻĲåŽčŸńęł čĲŽâ§ęňł n-1 ęčęăæčęĺŋŸ ąŸńŸďĲčđčâďęň ľńę (0; U_{(n)}). ŚňďĲğéł, ńę ŸğęńâćĲľčŸ âğĲńŸă čĲ ĲğŸŽàŽã.

4.1.2 Ďą§Ĳńăąá ŻăŸľńãčŸńŸ

’Ďľńà X_1; X_2; . . . ; X_{n+1} ŸďĲěáĺńđńę ŻĲåŽčŸ Ÿğæ ńđď Ĳą§Ĳńăąã ąŸńŸďęčã čĲ ľ.ğ.ğ. e^{−x}; x > 0. ŐĺåİęňčĲ S_k = X_1 + X_2 + · · · + X_k k = 1; 2; . . . ; n + 1

ŃğęĺĲå ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå, æńă Ÿď §âľęňčĲ

U_{(k)} =

S_k S_{n+1}

; k = 1; 2; . . . ; n

ŠæńĲ U_{(1)} < U_{(2)} < · · · < U_{(n)} ĲåďŸă ŻăŸńĲńŸŽčâďę ŻĲåŽčŸ Ÿğæ ńđď U(0; 1). ĆăŸ čåŸ ŻăŸăľ§đńăąã ŸğæŻĲăěđ, ľąĲŋ§ĲåńĲ æńă ľĲ čåŸ Ÿďâćăěđ Poisson ęă őĺæďęă čĲńŸěç ŽĲŽęďæńàď ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł ń.č. Ÿğæ ńđď Ĳą§Ĳńăąã ľ.ğ.ğ., ęă ńăčâł S_k Żåďęňď ńęçł Ÿ§ĺęăľńăąęçł őĺæďęňł ąá§Ĳ ŽĲŽęďæńęł Ÿğæ ńęď őĺæďę 0, ąŸă ŻăŸăĺéďńŸł čĲ S_{n+1} ğŸåĺďęňčĲ ńăčâł Ÿğæ ńę ŻăáľńđčŸ (0; 1).

4.2 ŔęćňčĲńŸŹćđńã ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã

’Ďľńà æńă X = (X_1; . . . ; X_n) ∼ MV N(μ; V ) æğęň ľňčŹęćåİęňčĲ čĲ MV N ńđď ğęćňŻăáľńŸńđ ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã čĲ ľ.ğ.ğ.

f_X (X) = (2ı)^{−n=2}|V |^{−1=2}exp { − 1 2 (X − μ)^T V^{−1}(X − μ) }

ąŸă μ = (—_1; —_2; . . . ; —_n)^T ; V_{n×n} = (V_{ij} ) E(X_i) = —_i; V_{ii} = V (X_i); V_{ij} = Cov(X_i; X_j ) Ŕĺęľęčęåàľđ ńđł X ĲğăńňŽőáďĲńŸă čĲ čĲńŸľőđčŸńăľčæ ńđł ľĲ ńňğęğęăđčâďđ ğęćňŻăáľńŸńđ ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã. ĞâńęňčĲ Y = L^{−1}(X − μ) æğęň L ĲåďŸă ęĺ§ęŽéďăęł ğåďŸąŸł ńâńęăęł éľńĲ LL^T = V . TæńĲ ăľőçĲă Y ∼ MV N(0; I_{n×n}) ⇒ Y_i ∼ N(0; 1); i = 1; 2; . . . ; n ŚňďĲğéł ğŸĺŸŽàŽã ńęň Y ĲåďŸă Ĳçąęćđ. Ăď ńéĺŸ §âľęňčĲ X = μ + LY , ğŸåĺďęňčĲ ńăčâł Ÿğæ ńđď X. Ę čæďđ ŸğŸåńđľđ ćęăğæď ĲåďŸă đ ĲçĺĲľđ ńęň ğåďŸąŸ L ğęň ĲåďŸă Ÿğćãí ŻĲł, ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ńđď čâ§ęŻę Cholesky.

4.3. Ăďâćăěđ Poisson 53

4.3 Ăďâćăěđ Poisson

ŚĲ čåŸ Ÿďâćăěđ Poisson ľĲ őĺæďę âďńŸľđł –, ăľőçęňď ńŸ Ĳěãł (ľđčŸďńăąá) ŸğęńĲćâľčŸńŸ:

1. Őă őĺæďęă čĲńŸěç ŽĲŽęďæńàď ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł ń.č. Ÿğæ ńđď Ĳą§Ĳńăąã ľ.ğ.ğ. –e^{−–x}; x > 0. 2. Ő Ÿĺă§čæł ńàď ŽĲŽęďæńàď ľĲ âďŸ őĺęďăąæ ŻăáľńđčŸ čãąęňł t Ÿąęćęň§Ĳå ńđď ąŸńŸďęčã Poisson čĲ ğŸĺáčĲńĺę –t.

Šę ŻĲçńĲĺę ŸğęńâćĲľčŸ ŻđćéďĲă æńă ŽăŸ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ čåŸ ń.č. čĲ ąŸńŸďęčã Poisson čĲ ğŸĺáčĲńĺę –, ŸĺąĲå ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ čåŸ ŻăŸŻăąŸľåŸ Poisson čĲ ğŸĺáčĲńĺę – ąŸă ďŸ čĲńĺãľęňčĲ ńęď Ÿĺă§čæ ńàď ŽĲŽęďæńàď ğęň ľňčŹŸåďęňď ľĲ őĺęďăąæ ŻăáľńđčŸ čęďŸŻăŸåęň čãąęňł. ŚçčŋàďŸ čĲ ńę ğĺéńę ŸğęńâćĲľčŸ, đ ŻăŸŻăąŸľåŸ Poisson čğęĺĲå ďŸ ğĺęľęčęăà§Ĳå ğŸĺáŽęďńŸł ŸďĲěáĺńđńĲł ńăčâł Ÿğæ čåŸ Ĳą§Ĳńăąã ąŸńŸďęčã čĲ ğŸĺáčĲńĺę –, âľńà E_1; E_2; . . . ; E_k; . . ., ąŸă ĲćâŽőęďńŸł ğæńĲ E_1 + E_2 + · · · + E_k + E_{k+1} > 1. ŠæńĲ, k ĲåďŸă čåŸ ŸďĲěáĺńđńđ ńăčã Ÿğæ ńđď ąŸńŸďęčã Poisson čĲ ğŸĺáčĲńĺę –.

4.4 ĂćňľåŻĲł Markov

’Ďľńà čåŸ ŸćňľåŻŸ Markov ğęň ęĺåİĲńŸă Ÿğæ ńăł ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł X_1; X_2; . . . ; X_n; . . .

ğęň ğŸåĺďęňď ńăčâł (ąŸńŸľńáľĲăł ńęň ľňľńãčŸńęł) S_1; S_2; . . . ; S_k . Ő ğåďŸąŸł čĲńŸŹáľĲàł ńđł ŸćňľåŻŸł ęĺåİĲńŸă àł P = (p_{ij} ), æğęň

P (X_n = S_j | X_{n−1} = S_i) = p_{ij} ; k∑ j=1 p_{ij} = 1

ąŸă ęĺåİĲă ğćãĺàł ńđď Ĳěâćăěđ ńđł Ÿďâćăěđł, Ÿď ĲåďŸă Žďàľńã đ Ÿĺőăąã ąŸńŸďęčã (p^{(0)}_1 ; . . . ; p^{(0)}_k ) čĲ P (X_0 = S_j ) = p^{(0)}_j . Ľá§Ĳ ŽĺŸččã ńęň ğåďŸąŸ P ĲåďŸă čåŸ ŻăŸąĺăńã ąŸńŸďęčã ľńę {S_1; S_2; . . . ; S_k}.

Ę ğĺęľęčęåàľđ ńđł ŸćňľåŻŸł Markov ĲåďŸă Ĳçąęćđ: 1. ŔŸĺáŽęňčĲ čåŸ ńăčã ŽăŸ ńđď X_0 Ÿğæ ńđď (p^{(0)}_1 ; . . . ; p^{(0)}_k ).

2. ČĲŻęčâďđł čåŸł ńăčãł X_n = S_i, ğŸĺáŽęňčĲ X_{n+1} Ÿğæ ńđď (p_{i1},. . .,p_{ik} ) (Żđć. ńđď i-ęľńã ŽĺŸččã ńęň ğåďŸąŸ P ).

4.4.1 ĹŻăæńđńĲł ńđł ŸćňľåŻŸł Markov

ĞŸ Ÿľőęćđ§ęçčĲ čĲ ęčęŽĲďĲåł ŸćňľåŻĲł Markov Żđć. ŸćňľåŻĲł ńâńęăĲł éľńĲ ŽăŸ ńňőæď m, đ ğă§ŸďæńđńŸ čĲńáŹŸľđł Ÿğæ čåŸ ąŸńáľńŸľđ ľĲ čåŸ áććđ čĲńá Ÿğæ őĺæďę m ĲåďŸă đ åŻăŸ ŸďĲěŸĺńãńęň ńęň őĺæďęň Ĳąąåďđľđł:

P (X_{n+m} = S_j | X_n = S_i) = P (X_m = S_j | X_0 = S_i) ≡ p^{(m)}_{ij}

ĎěăľéľĲăł Chapman-Kolmogorov Őă ńăčâł p_{ij} ńęň ğåďŸąŸ čĲńŸŹáľĲàł P ğćđĺęçď ńăł ćĲŽæčĲďĲł ĲěăľéľĲăł Chapman-Kolmogorov: p^{(m+n)} ij = ∑ k p^{(m)}_{ik} p^{(n)}_{kj}

ĞĲéĺđčŸ ’Ďľńà P^{(0)} = (p^{(0)}_1 ; . . . ; p^{(0)}_k ); p^{(0)}_j = P (X_0 = S_j ) ąŸă P^{(n)} = (p^{(n)}_1 ; . . . ; p^{(n)}_k ); p^{(n)}_j = P (X_n = S_j ) ęă ŸğæćňńĲł ğă§ŸďæńđńĲł ńàď ąŸńŸľńáľĲàď ľńęď őĺæďę 0 ąŸă n ŸďńåľńęăőŸ. ŠæńĲ

P^{(n)} = P^{(0)}P^n

ĂğæŻĲăěđ: p^{(n)}_k = ∑ j p^{(n−1)}_j p_{jk} ⇒ P^{(n)} = P^{(n−1)}P

ąŸă čĲńá Ÿğæ ĲğŸďŸćãŕĲăł ŹŸľăľčâďĲł ľńđď ğŸĺŸğáďà ľőâľđ

P^{(n)} = P^{(n−2)}P P = P^{(n−2)}P^2 = · · · = P^{(0)}P^n

ŔæĺăľčŸ: H p^{(n)}_{jk} ŻåďĲńŸă Ÿğæ ńę j; k ľńęăőĲåę ńęň P^n.

ŞğĲď§ňčåİęňčĲ æńă čåŸ ŸćňľåŻŸ Markov ęďęčáİĲńŸă ŸďáŽàŽđ Ÿď æćĲł ęă ąŸńŸľńáľĲăł ńđł Ĳğăąęăďàďęçď čĲńŸěç ńęňł, ąŸă ćâŽĲńŸă ŸğĲĺăęŻăąã Ĳáď ŻĲď ňğáĺőęňď ğĲĺăęŻăąâł ąŸńŸľńáľĲăł, ŻđćŸŻã ąŸńŸľńáľĲăł ľńăł ęğęåĲł đ ĲğáďęŻęł ĲğăńňŽőáďĲńŸă čæďę ľĲ őĺæďęňł N; 2N; . . .. Ďğåľđł, čåŸ ąŸńáľńŸľđ ćâŽĲńŸă ĲĺŽęŻăąã Ĳáď ĲåďŸă ŸğĲĺăęŻăąã, âččęďđ, (ŻđćŸŻã ńę ľçľńđčŸ ĲğăľńĺâŋĲă ľĲ Ÿňńã ńęňćáőăľńęď čåŸ ŋęĺá čĲ ğă§ŸďæńđńŸ 1), ąŸă §Ĳńăąã (ŻđćŸŻã âőĲă čâľę őĺæďę ĲğŸďæŻęň < ∞).

Śńđď ľňďâőĲăŸ, §Ÿ ĲľńăáľęňčĲ ńđď ğĺęľęőã čŸł ľńđď ąŸńŸďęčã ăľęĺĺęğåŸł čăŸł ŸćňľåŻŸł Markov π = (ı_1; ı_2; . . . ; ı_k) ğęň ęĺåİĲńŸă ľŸď ńę æĺăę

lim_{n→∞} P^n = π π . . π = 1π

Šę ğŸĺŸğáďà æĺăę ňğáĺőĲă Ĳáď ąŸă čæďę Ĳáď đ ŸćňľåŻŸ Markov ĲåďŸă ŸďáŽàŽđ ąŸă âőĲă čæďę ĲĺŽęŻăąâł ąŸńŸľńáľĲăłí ĲåďŸă Ĳğåľđł ŸďĲěáĺńđńę ńęň P^{(0)}, ŽăŸńå

∀ P^{(0)}; lim_{n→∞} P^{(n)} = lim_{n→∞} { P^{(0)}P^n } = P^{(0)}1π = π

ŚđčĲăéľĲăł: Ăď P^{(0)} = π ńæńĲ P^{(n)} = π ∀ n. Ďğåľđł, Ÿď ňğáĺőĲă đ π ńæńĲ π = πP . Ę ľňď§ãąđ ğęň ĲěŸľŋŸćåİĲă æńă π = πP ĲåďŸă đ

ı_ip_{ij} = ı_j p_{ji} ∀ j ≠ i: (4:1)

Ăňńæ ľňčŹŸåďĲă ĲğĲăŻã

(πP )_j = ∑ i ı_ip_{ij} = ∑ i ı_j p_{ji} = ı_j ∑ i p_{ji} = ı_j

’ĎőęňčĲ ãŻđ ŻĲåěĲă ğŸĺŸğáďà, ğàł, Ÿď ŽďàĺåİęňčĲ ńŸ P^{(0)}; P , čğęĺęçčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ čåŸ ŸćňľåŻŸ Markov đ ęğęåŸ čğęĺĲå ďŸ âőĲă ąŸńŸďęčã ăľęĺĺęğåŸł. Ăł ňğę§âľęňčĲ ńéĺŸ æńă §âćęňčĲ ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ ńăčâł Ÿğæ čåŸ ŸćňľåŻŸ Markov ğęň âőĲă čåŸ ľňŽąĲąĺăčâďđ ąŸńŸďęčã ăľęĺĺęğåŸł π. Ę ľńĺŸńđŽăąã čŸł §Ÿ ĲåďŸă đ Ÿąæćęň§đ:

1. ČăŸćâŽęňčĲ ęğęăŸŻãğęńĲ ŸćňľåŻŸ Markov čĲ ğåďŸąŸ čĲńŸŹăŹáľĲàł P ğęň ďŸ ĲąğćđĺéďĲă ńđď (4.1)

2. ŔĺęľęčęăéďęňčĲ ńăčâł Ÿğæ ńđď ğŸĺŸğáďà ŸćňľåŻŸ Markov ŽăŸ "ğęćç őĺæďę".

3. Őă ńăčâł ğęň ğŸĺáŽęďńŸă Ÿğæ ńŸ X_n ŽăŸ čĲŽáćŸ n, ĲåďŸă "ľŸď" ńăčâł ğŸĺŸŽæčĲďĲł Ÿğæ ńđď π.

Ăł ľńŸčŸńãľęňčĲ ćåŽę, ąŸă Ÿł ŻęçčĲ ńăł ĲğăğńéľĲăł ńđł ğŸĺŸğáďà ľńĺŸńđŽăąãł: ’Ďľńà æńă π ĲåďŸă čåŸ ŻăŸąĺăńã ąŸńŸďęčã ľńę {S_1; . . . ; S_k}, ąŸă §âćęňčĲ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł čĲ ąŸńŸďęčã π. ĞŸ čğęĺęçľŸčĲ ŸľŋŸćéł ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł, Ÿććá Ÿď ńę k ĲåďŸă ğęćç čĲŽáćę; ŢĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď ğŸĺŸğáďà ľńĺŸńđŽăąã, čğęĺęçčĲ Ÿğćá ďŸ ğŸĺáŽęňčĲ čåŸ ŸćňľåŻŸ Markov čĲ ąŸńŸďęčã ăľęĺĺęğåŸł π. Šę ğĺæŹćđčŸ Ÿğćá čĲńŸńå§ĲńŸă ńéĺŸ ľńđď ĲğăćęŽã ńęň ğåďŸąŸ P.

4.4.2 Ő ŸćŽæĺă§čęł Metropolis

ĎğăćâŽęňčĲ ąáğęăęď ľňččĲńĺăąæ ğåďŸąŸ čĲńŸŹăŹáľĲàł Q, ąŸă âľńà q_i đ i-ęľńã ŽĺŸččã. Ăď ŹĺăľąæčŸľńĲ ľńđď ąŸńáľńŸľđ S_i, ĲğăćâŽęňčĲ S_j őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď ąŸńŸďęčã q_i, ŻđćŸŻã čĲ ğă- §ŸďæńđńŸ q_{ij}. Śńęď ŸćŽæĺă§čę Metropolis čĲńŸąăďęçčŸľńĲ ľńę S_j čĲ ğă§ŸďæńđńŸ min{1; ı_j =ı_i}, Ÿććăéł ğŸĺŸčâďęňčĲ ľńę S_i. ’ĂĺŸ

p_{ij} = min { 1; ı_j ı_i } q_{ij} ; i ≠ j

p_{ii} = q_{ii} + ∑ j≠i max { 0; 1 − ı_j ı_i } q_{ij}

ŠæńĲ P = (p_{ij} ) ĲåďŸă âďŸł ğåďŸąŸł čĲńŸŹăŹáľĲàł, ąŸă đ (4.1) ăľőçĲă ŽăŸńå

ı_ip_{ij} = min{ı_i; ı_j}q_{ij} = min{ı_j ; ı_i}q_{ji} = ı_j p_{ji}

ąŸă ľňďĲğéł đ π ĲåďŸă đ ąŸńŸďęčã ăľęĺĺęğåŸł ńđł ŸćňľåŻŸł Markov čĲ ğåďŸąŸ čĲńŸŹăŹáľĲàł P . 4.4.3 ĎŋŸĺčęŽã ľńę ğĺæŹćđčŸ ńęň ńŸěăŻăéńđ ğàćđńã

Śńę ąĲŋáćŸăę 1 ĲåőŸčĲ ŸďŸŋâĺĲă ńę ğŸĺáŻĲăŽčŸ ńęň ńŸěăŻăéńđ ğàćđńã ľŸď âďŸ ğĺæŹćđčŸ æğęň ęă čâ§ęŻęă ğĺęľęčęåàľđł ąŸćęçďńŸă ďŸ Żéľęňď ćçľđ. Ăł ńę §ňčđ§ęçčĲ: Şğáĺőęňď n ğæćĲăł, ąŸă âďŸł ğàćđńãł ğĺâğĲă ďŸ ĲğăľąĲŋ§Ĳå čåŸ ŋęĺá čæďę ńđď ąá§Ĳ čåŸ, čĲ ąáğęăŸ ľĲăĺá. Šę ąæľńęł čĲńŸŋęĺáł Ÿğæ ńđď ğæćđ i ľńđď ğæćđ j ĲåďŸă d(i; j). ĚđńĲåńŸă đ ęăąęďęčăąæńĲĺđ ŻăŸŻĺęčã.

Őă ğă§Ÿďâł ŻăŸŻĺęčâł ńęň ğàćđńã ĲåďŸă n! ąŸă âľńà c(x) ńę ąæľńęł ńđł ŻăŸŻĺęčãł x, æğęň x ∈ {x_1; x_2; . . . ; x_{n!}}. ĞâćęňčĲ ďŸ ĲćŸőăľńęğęăãľęňčĲ, àł ğĺęł x, ńę ąæľńęł c(x), ąŸă Ÿł ľąĲŋ§ęçčĲ æńă áčĲľđ âĺĲňďŸ čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ŸŻçďŸńđ: ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, n = 100.

ŠâőďŸľčŸ: ŐĺåİęňčĲ

p_–(x) = e^{−–c(}x^) ∑ x e^{−–c(}x^)

= ke^{−–c(}x^):

ŠæńĲ p_–(x) ĲåďŸă čåŸ ľ.ğ.ğ. ľńę {x_1; x_2; . . . ; x_{n!}}.

ŚđčĲåàľđ: ĆăŸ čĲŽáćę ć, ńŸ x ğęň Ÿďńăľńęăőęçď ľĲ čĲŽáćŸ c(x) âőęňď ğęćç čăąĺã p_–(x). ŚňďĲğéł, čæďę x čĲ ğęćç čăąĺã c(x) âőęňď čđ ŸčĲćđńâŸ p_–(x). ĽŸ§éł – → ∞, čæďę ńŸ x ğęň ĲćŸőăľńęğoăęçď ńđď c(x) ćŸčŹáďęňď čã čđŻĲďăąã ğă§ŸďæńđńŸ. Śńđď ęĺăŸąã ńăčã – = ∞ ğŸåĺďęňčĲ čåŸ ąŸńŸďęčã čĲ "ŸąåŻĲł" ľńŸ x ğęň ĲćŸőăľńęğęăĲå ńđď c(x). í ĂĺŸ ńŸ x ğęň ğŸĺáŽęďńŸă Ÿğæ ńđď p_–(x) ŽăŸ ğęćç čĲŽáćę ć ĲåďŸă ńŸ x ğęň ĲćŸőăľńęğęăęçď ńđď c(x).

Šę ğĺæŹćđčŸ âőĲă ćęăğæď čĲńŸŋĲĺ§Ĳå ľńđď ğĺęľęčęåàľđ ńăčéď Ÿğæ ńđď p_–(x): ŸĺąĲå ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńęď ŸćŽæĺă§čę Metropolis čĲ ąŸńŸďęčã ăľęĺĺęğåŸł p_–.

ĆĲďăąéńĲĺŸ, Ÿł ňğę§âľęňčĲ æńă §âćęňčĲ ďŸ "ĲěĲĺĲňďãľęňčĲ" ąáğęăŸ f(x), ğęň čğęĺĲå ďŸ âőĲă ğęććâł ŻăŸľńáľĲăł éľńĲ ďŸ čđď ĲåďŸă ŻňďŸńæď ďŸ ŸğĲăąęďăľ§Ĳå, ã ďŸ ĲåďŸă "ąĺňččâďđ" ľŸď ąéŻăąŸł ňğęćęŽăľńã. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ľĲ čåŸ ŻăŸŻăąŸľåŸ ğŸĺŸŽàŽãł, f(x) čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă đ âěęŻęł ńđł ŻăŸŻăąŸľåŸł, ğő ĲľęŻĲåŸ ã ğęăæńđńŸ, ąŸă ńę x čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă (åľàł ĲąŸńęďńáŻĲł) čĲńŸŹćđńâł ĲćâŽőęň. ĎŻé, ľĲ Ÿďńå§Ĳľđ čĲ ńę ğĺęđŽęçčĲďę ğŸĺáŻĲăŽčŸ æğęň ńę İđńęçčĲďę ãńŸď đ ĲćŸőăľńęğęåđľđ ąáğęăŸł ľňďáĺńđľđł c(x), İđńĲåńŸă đ čĲŽăľńęğęåđľđ ńđł f(x).

4.4.4 ĂćŽæĺă§čęł ńęň ŻĲăŽčŸńęćãğńđ Gibbs

’Ďľńà đ Ÿğæ ąęăďęç ľ.ğ.ğ. p(X_1; X_2; . . . ; X_N ) æğęň ę Ÿĺă§čæł Ň ĲåďŸă ğęćç čĲŽáćęł, ąŸă ęă ń.č. X_i; i = 1; . . . ; N ĲåďŸă ŻăŸąĺăńâł. ŃğęĺęçčĲ ďŸ ŽĺáŕęňčĲ čåŸ ľĲăĺá Ÿğæ ŻĲľčĲňčâďĲł ğă§ŸďæńđńĲł:

p(X_1 | X_2; X_3; . . . ; X_N ) p(X_2 | X_1; X_3; . . . ; X_N ) . . p(X_N | X_1; X_2; . . . ; X_{N −1})

Ő ŸćŽæĺă§čęł ńęň ŻĲăŽčŸńęćãğńđ Gibbs ğĺęőàĺĲå àł Ĳěãł:

1. ČăŸćâŽęňčĲ ńňőŸåĲł Ÿĺőăąâł ńăčâł X^{(0)}_1 ; . . . ; X^{(0)}_N

2. ŔŸĺáŽęňčĲ ńăčâł

X_1 = X^{(1)}_1 Ÿğæ p(X_1 | X^{(0)}_2 ; . . . ; X^{(0)}_N ) X_2 = X^{(1)}_2 Ÿğæ p(X_2 | X^{(1)}_1 ; X^{(0)}_3 ; . . . ; X^{(0)}_N ) X_3 = X^{(1)}_3 Ÿğæ p(X_3 | X^{(1)}_1 ; X^{(1)}_2 ; X^{(0)}_4 ; . . . ; X^{(0)}_N ) . . X_N = X^{(1)}_N Ÿğæ p(X_N | X^{(1)}_1 ; X^{(1)}_2 ; . . . ; X^{(1)}_{N −1})

3. ŃĲńá Ÿğæ âďŸ ąçąćę, ğĲĺáľŸčĲ Ÿğæ ńăł

X^{(0)}_1 X^{(0)}_2 . . X^{(0)}_N ľńăł

X^{(1)}_1 X^{(1)}_2 . . X^{(1)}_N

4. ĎğŸďŸćŸčŹáďęňčĲ ńđď ğŸĺŸğáďà ŻăŸŻăąŸľåŸ t ŋęĺâł, ąŸă ćŸčŹáďęňčĲ ńăł ńăčâł ńàď X_i

čĲńá Ÿğæ t ąçąćęňł:

X^{(t)}_1 X^{(t)}_2 . . X^{(t)}_N

5. Šă ľňčŹŸåďĲă æńŸď t → ∞; ŃğęĺĲå ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă ąŸ§éł t → ∞ ęă ńăčâł

X^{(t)}_1 X^{(t)}_2 . . X^{(t)}_N ĲåďŸă "ľŸď" ńăčâł ğŸĺŸŽæčĲďĲł Ÿğæ ńđď p(X_1,. . .,X_N ).

4.5. ŠňőŸåŸ ğĲŻåŸ Markov 59

4.5 ŠňőŸåŸ ğĲŻåŸ Markov

ĞĲàĺęçčĲ ńŸ pixels čăŸł ĲăąæďŸł, ã ńŸ ńčãčŸńŸ ęăąęğâŻęň ąáğęăŸł âąńŸľđł ľńđď ęğęåŸ ŽåďęďŸă ąŸććăâĺŽĲăĲł, ã ęğęăŸŻãğęńĲ áććę ğćâŽčŸ (grid) ąáğęăŸł ĲğăŋáďĲăŸł. Šę ĲďŻăŸŋâĺęď čŸł ŹĺåľąĲńŸă ľńę "ŸğęńâćĲľčŸ" ńęň r ńĲńĺŸŽéďęň ńęň ğćâŽčŸńęł, âľńà X_r ; r = 1; 2; . . . ; N. ĆăŸ ńŸ ğŸĺŸğáďà ğŸĺŸŻĲåŽčŸńŸ, ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ čğęĺĲå ďŸ ĲåďŸă ńę őĺéčŸ ńàď pixels ã đ ĲľęŻĲåŸ ńđł ľňŽąęčăŻãł ńęň őàĺŸŋăęç.

Šę ğĺæŹćđčŸ ĲåďŸă đ ĲçĺĲľđ ąŸńáććđćęň čęďńâćęň, ã ę ğĺęľŻăęĺăľčæł ńđł p(X_1; . . . ; X_N ). ŃğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ ńăł ŻĲľčĲňčâďĲł ğă§ŸďæńđńĲł

P (X_r | X_s; s ≠ r) = P (X_r | X_s); æğęň s ŸďãąĲă ľńđď ŽĲăńęďăá ńęň r)

ŃåŸ ńâńęăŸ őàĺăąã ŻăŸŻăąŸľåŸ ąŸćĲåńŸă ńňőŸåę ğĲŻåę Markov.

ŔŸĺáŻĲăŽčŸ 16 ’Ďľńà čåŸ ĲăąæďŸ čĲŽâ§ęňł M × M čĲ ğă§Ÿďâł ńăčâł ńàď pixels áľğĺę ã čŸçĺę. Ăł ňğę§âľęňčĲ æńă

P (X_r = čŸçĺę | ňğæćęăğŸ) = P (X_r = čŸçĺę | ŽĲåńęďĲł) = e^” 1 + e^”

æğęň ” = ˛×(Ÿĺă§čæł čŸçĺàď ŽĲăńæďàď − Ÿĺă§čæł áľğĺàď ŽĲăńæďàď), ąŸă ˛ ĲåďŸă čåŸ §Ĳńăąã ğŸĺáčĲńĺęł. ŃğęĺĲå ďŸ ŸğęŻĲăő§Ĳå æńă

p(X_1; . . . ; X_N ) = c × exp{˛ ∑ I(_{åŻăę őĺéčŸ)}}

æğęň ńę á§ĺęăľčŸ ćŸčŹáďĲńŸă ŽăŸ æćŸ ńŸ İĲňŽáĺăŸ ğęň ĲåďŸă ŽĲåńęďĲł.

Ŕàł ğĺęľęčęăéďęňčĲ ńăčâł Ÿğæ ńđď p(X_1; . . . ; X_N ); Ăł §ňčđ§ęçčĲ ńęď ŻĲăŽčŸńęćãğńđ Gibbs: ŔŸĺáŽęňčĲ ĲğŸďŸćđğńăąá Ÿğæ æćĲł ńăł ŻĲľčĲňčâďĲł ğă§ŸďæńđńĲł, ğęň ľńŸ ńňőŸåŸ ğĲŻåŸ MŸrkov čĲńŸľőđčŸńåİęďńŸă ľĲ ğęćç Ÿğćâł čŸ§đčŸńăąâł ľőâľĲăłí ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ

p(X_i | ňğæćęăğŸ) = p(X_i | ŽĲåńęďĲł)

ŃğęĺęçľŸčĲ Ÿąæčđ ďŸ őĺđľăčęğęăãľęňčĲ ńęď ŸćŽæĺă§čę Metropolis, ąŸńŸľąĲňáİęďńŸł čåŸ ŸćňľåŻŸ Markov čĲ ąŸńŸďęčã ăľęĺĺęğåŸł

π = {p(X_1; . . . ; X_N ) ŽăŸ æćĲł ńăł ğă§Ÿďâł "ĲăąæďĲł"}

Šę ğŸĺŸğáďà čęďńâćę ŸďŸğŸĺăľńá ńđď Ÿćđ§ăďã ĲăąæďŸ. Śńđď ğĺŸŽčŸńăąæńđńŸ, đ ĲğĲěĲĺŽŸľåŸ ĲăąæďŸł ŽåďĲńŸă àł Ĳěãł:

ŔŸĺŸńđĺęçčĲďđ ĲăąæďŸ = Ăćđ§ăďã ĲăąæďŸ + §æĺňŹęł ↓ ↓ ČĲŻęčâďŸ (Č) ’ĂŽďàľńĲł ńăčâł ńàď pixels (Ă)

Śńđď ŃğĲèİăŸďã ŚńŸńăľńăąã, đ Ÿďàńâĺà ľőâľđ čğęĺĲå ďŸ ŸďŸğŸĺŸľńŸ§Ĳå ľçčŋàďŸ čĲ ńę ĞĲéĺđčŸ ńęň Bayes àł Ĳěãł:

P (A | Č) ∝ P (Č | Ă) P (Ă) ↓ ↓ ↓ Ę ğăę ğă§Ÿďã ĲăąæďŸ ŻåďĲńŸă ŻăŸŻăąŸľåŸ čęďńâćę ńđł ĲăąæďŸł Ÿğæ max a posteriori §ęĺçŹęň (ğő ńňőŸåę ğĲŻåę Ńarkov)

ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, âľńà æńă ľĲ ąáğęăŸ §âľđ i; j ğŸĺŸńđĺęçčĲ y_{ij} âďé đ Ÿćđ§ăďã ńăčã ĲåďŸă —_{ij} . ŠæńĲ

P (Č|Ă) ∝ exp − 1 2ff^2 ∑ i ∑ j (y_{ij} − —_{ij} )^2

P (Ă) ∝ exp { ˛ ∑ Ĺ_{(åŻăęőĺéčŸ)} } æğęň ńę á§ĺęăľčŸ ćŸčŹáďĲńŸă ŽăŸ æćŸ ńŸ İĲňŽáĺăŸ ğęň ĲåďŸă ŽĲåńęďĲł, ąŸă

P (Ă|Č) ∝ P (Č|Ă)P (Ă) = exp{ğĲĺåğćęąđ ľňďáĺńđľđ ńàď —_{ij} }

ĆăŸ ďŸ "ĲěĲĺĲňďãľęňčĲ" ńđď P (Ă|Č), ğŸĺáŽęňčĲ ńăčâł őĺđľăčęğęăéďńŸł ńĲőďăąâł Gibbs ã Metropolis.

Šâćęł, Ÿď čæďę ĲďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ŽăŸ ńę max P (Ă|Č) čğęĺęçčĲ ďŸ ŸďńăąŸńŸľńãľęňčĲ ńđď ľ.ğ.ğ. e^{−f (x)} čĲ ľ.ğ.ğ. ∝ e^{−–f (x)} ŽăŸ ąáğęăę čĲŽáćę – (simulated annealing).

4.6. ĆăŸńă ľňŽąćåďĲă ę ŻĲăŽčŸńęćãğńđł Gibbs; 61

4.6 ĆăŸńă ľňŽąćåďĲă ę ŻĲăŽčŸńęćãğńđł Gibbs;

ČĲď ĲåďŸă ğĺęŋŸďâł ŽăŸńå ę ŻĲăŽčŸńęćãğńđł Gibbs, čĲńá Ÿğæ ğęććâł ĲğŸďŸćãŕĲăł, ğĺęľęčęăéďĲă ńăčâł ğęň čğęĺĲå ďŸ §Ĳàĺđ§Ĳå æńă ğĺęâĺőęďńŸă Ÿğæ ńđď Ÿğæ ąęăďęç ľ.ğ.ğ., ã, čĲ áććŸ ćæŽăŸ, æńă ę ŻĲăŽčŸńęćãğńđł Gibbs ľňŽąćåďĲă. Ăňńæ ęŋĲåćĲńŸă ľńđď ľńđď ŃŸĺąęŹăŸďã ŋçľđ ńàď ĲğŸďŸćãŕĲàď, ğęň §Ÿ ŸďŸğńçěęňčĲ ĲŻé ŽăŸ čåŸ Ÿğćã ğĲĺåğńàľđ čăáł 2 × 2 ğęćňàďňčăąãł ąŸńŸďęčãł.

’Ďľńà æńă X ąŸă Ş ĲåďŸă đ ąá§Ĳ čåŸ ń.č. Bernoulli čĲ Ÿğæ ąęăďęç ľ.ğ.ğ. [ f_{X;Y} (0; 0) f_{X;Y} (1; 0) f_{X;Y} (0; 1) f_{X;Y} (1; 1) ] = [ p_1 p_2 p_3 p_4 ]

æğęň p_i ≥ 0; p_1 + p_2 + p_3 + p_4 = 1. Ę ğĲĺă§éĺăŸ ąŸńŸďęčã ńđł X ĲåďŸă

f_X = [f_X (0) f_X (1)] = [p_1 + p_3 p_2 + p_4]

ŻđćŸŻã ąŸńŸďęčã Bernoulli čĲ ğă§ŸďæńđńŸ ĲğăńňőåŸł p_2 + p_4.

Őă ŻĲľčĲňčâďĲł ğă§ŸďæńđńĲł čğęĺęçď ďŸ ŽĺŸŋęçď, ňğæ čęĺŋã ğăďáąàď,

A_{Y |X} = [ f_{Y |X} (0 | 0) f_{Y |X} (1 | 0) f_{Y |X} (0 | 1) f_{Y |X} (1 | 1) ] = [_{p1}

p_1+p_3 p_3 p_1+p_3 p_2 p_2+p_4 p_4 p_2+p_4 ]

ąŸă A_{X|Y} = [ f_{X|Y} (0 | 0) f_{X|Y} (1 | 0) f_{X|Y} (0 | 1) f_{X|Y} (1 | 1) ] = [_{p1}

p_1+p_2 p_2 p_1+p_2 p_3 p_3+p_4 p_4 p_3+p_4 ]

Ő ŻĲăŽčŸńęćãğńđł Gibbs ĲåďŸă čåŸ čâ§ęŻęł ğŸĺŸŽàŽãł Ĳďæł ŻĲåŽčŸńęł Ÿğæ ńđď f_{X;Y} čĲ âčĲľę ńĺæğę, ğŸĺáŽęďńŸł ŻđćŸŻã Ÿğæ ńăł ŻĲľčĲňčâďĲł ąŸńŸďęčâł f_{X|Y} ąŸă f_{Y |X} . ŚçčŋàďŸ čĲ ńęď ŸćŽæĺă§čę ńđł ĲďæńđńŸł 4.4.4 ŻåďęňčĲ čåŸ Ÿĺőăąã ńăčã Y_0, ąŸă ğŸĺáŽęďńŸł ĲďŸććáě Ÿğæ ńăł f_{X|Y} ąŸă f_{Y |X} ğŸåĺďęňčĲ čåŸ Ÿąęćęň§åŸ ń.č.

Y_0; X_0; Y_1; X_1; Y_2; X_2; . . . ; Y_t; X_t; . . . (4:2)

Śńę ğŸĺáŻĲăŽčá čŸł đ ğŸĺŸğáďà Ÿąęćęň§åŸ ŸğęńĲćĲåńŸă Ÿğæ 0 ąŸă 1. Őă ğåďŸąĲł A_{X|Y} ąŸă Ă_{Y |X} čğęĺęçď ďŸ §Ĳàĺđ§ęçď ľŸď ğåďŸąĲł čĲńŸŹăŹáľĲàł ğęň Żåďęňď ńđď ğă§ŸďæńđńŸ čĲńŸŹăŹáľĲàł Ÿğæ ńđď ąŸńáľńŸľđ x ľńđď y ąŸă ŸďńåľńĺęŋŸ, ŻđćŸŻã

P (X = x | Y = y) = Ŕă§ŸďæńđńŸ čĲńŸŹăŹáľĲàł x → y

Ăď čæďę ĲďŻăŸŋĲĺæčŸľńĲ ľńđď ğŸĺŸŽàŽã ğĲĺă§àĺåęň ąŸńŸďęčãł Ÿğæ ńđď X, §ĲàĺęçčĲ ńăł ńăčâł ńđł X Ÿğæ ńđď Ÿąęćęň§åŸ (4.2):

X_0; X_1; X_2; . . .

ąŸă čğęĺęçčĲ ďŸ §ĲàĺãľęňčĲ Ÿňńã ńđď Ÿąęćęň§åŸ ľŸď ŸćňľåŻŸ Markov, ŽĺáŋęďńŸł, ŽăŸ ńę ğĺéńę ŹãčŸ,

P (X_1 = x_1 | X_0 = x_0) = ∑ y P (X_1 = x_1 | Y_1 = y)P (Y_1 = y | X_0 = x_0) ã, ľĲ čęĺŋã ğåďŸąŸ, ę ğåďŸąŸł čĲńŸŹăŹáľĲàł ŻåďĲńŸă Ÿğæ

A_{X|X} = A_{Y |X} A_{X|Y}

ąŸă čğęĺęçčĲ ďŸ ňğęćęŽåľęňčĲ ńđď ąŸńŸďęčã ęğęăęňŻãğęńĲ X_k ľńđď Ÿąęćęň§åŸ:

P (X_k = x_k | X_0 = x_0) = A^k_{X|X}

Ďğå ğćâęď, Ÿď ľňčŹęćåľęňčĲ ńđď ğĲĺă§éĺăŸ ąŸńŸďęčã ńęň X_k čĲ

f_k = [f_k(0) f_k(1)]

ńæńĲ, ŽăŸ ęğęăęŻãğęńĲ k,

f_k = f_0A^k_{X|X} = ( f_0A^{k−1}_{X|X} ) A_{X|X} = f_{k−1}A_{X|X} (4:3)

ĎåďŸă Žďàľńæ, (ŻĲł, Žăá ğŸĺáŻĲăŽčŸ Feller, W: An introduction to Probability Theory and its Applications, Volume 1. New York, John Wiley) æńă Ĳáď ę ğåďŸąŸł A_{X|X} âőĲă æćŸ ńŸ ľńęăőĲåŸ ńęň §Ĳńăąá, ńæńĲ đ ğŸĺŸğáďà ľőâľđ ľňďĲğáŽĲńŸă æńă ŽăŸ ęğęăŸŻãğęńĲ Ÿĺőăąã ąŸńŸďęčã f_0, ąŸă ąŸ§éł k → ∞, đ f_k ľňŽąćåďĲă ľńđď čęďŸŻăąã ąŸńŸďęčã f ğęň ăąŸďęğęăĲå ńđď (4.3):

f_X A_{X|X} = [p_1 + p_3 p_2 + p_4] ×

[_{p1}

p_1+p_3 p_3 p_1+p_3 p_2 p_2+p_4 p_4 p_2+p_4 ] × [_{p1}

p_1+p_2 p_2 p_1+p_2 p_3 p_3+p_4 p_4 p_3+p_4 ]

= [p_1 + p_2 p_3 + p_4] ×

[_{p1}

p_1+p_2 p_2 p_1+p_2 p_3 p_3+p_4 p_4 p_3+p_4 ]

= [p_1 + p_3 p_2 + p_4] = f_X :

ŚňďĲğéł, ąŸ§éł k → ∞, đ ąŸńŸďęčã ńđł X_k ğćđľăáİĲă ğĲĺăľľæńĲĺę ľńđď f_X , ąŸă Ÿď ľńŸčŸńãľęňčĲ ńđď ĲğŸďŸćđğńăąã ŻăŸŻăąŸľåŸ ľĲ âďŸ ŸĺąĲńá čĲŽáćę k, čğęĺęçčĲ ďŸ ňğę§âľęňčĲ æńă đ ąŸńŸďęčã ńęň X_k ğĺęľĲŽŽåİĲă ńđď f_X .

ĽĲŋáćŸăę 5 ĂľąãľĲăł

5.1 ĂľąãľĲăł 1

1. ŇŸ ŹĺĲåńĲ ńđď ľňďáĺńđľđ ğňąďæńđńŸł ğă§ŸďæńđńŸł ńđł Y = X^2, æğęň X ∼ N(0; 1). 2. Ăď X ∼ Exp(ć), ğęăá ĲåďŸă đ ľ.ğ.ğ. ńđł Y = X^2 ąŸă ğęăá ńđł Y = √ X; 3. Ďáď X_1; . . . ; X_n ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł N(0; 1), ďŸ ŹĺĲåńĲ ńđď ąŸńŸďęčã ńđł Z = X^2_1 + · · · + X^2_n.

4. Ďáď X ąŸă Ş ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł ń.č., ďŸ ŹĺĲåńĲ ńđď ąŸńŸďęčã ńđł X + Y æńŸď:

(a) X ∼ N(—_1; ff^2_1); Y ∼ N(—_2; ff^2 (b) X; Y ĲåďŸă P oisson čĲ čâľęňł –; —, ŸďńåľńęăőŸ; (c) X ąŸă Ş ĲåďŸă Ĳą§Ĳńăąâł čĲ čâľęňł –^{−1}; —^{−1}, ŸďńåľńęăőŸ.

(d) Šă ľňčŹŸåďĲă ľńđď (iii) Ĳáď ć = č; ŔĺęńĲåďŸńĲ ąŸă ĲğŸćđ§ĲçľńĲ ŽĲďăąĲçľĲăł ŽăŸ ńŸ ŸğęńĲćâľčŸńŸ ğęň ŹĺãąŸńĲ ľńđď (i) ąŸă (ii) ŽăŸ ńŸ Ÿ§ĺęåľčŸńŸ n ŸďĲěŸĺńãńàď ńňőŸåàď čĲńŸŹćđńéď.

5. ŇŸ ŹĺĲåńĲ ńđď ľňďáĺńđľđ ğňąďæńđńŸł ğă§ŸďæńđńŸł ńđł ńňőŸåŸł čĲńŸŹćđńãł X = −–^{−1} ln U, æğęň U ∼ U(0; 1).

6. ŐĺåİęňčĲ ^ = 2ıU_1; R = (−2 ln U_2)^{1=2}, æğęň U_1; U_2 ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł ęčęăæčęĺŋĲł ąŸńŸďęčâł ľńę (0; 1). ĞĲàĺéďńŸł, ľńđď ľĲăĺá, ńęçł čĲńŸľőđčŸńăľčęçł (U_1; U_2) → (R; ^) → (X; Y ) ŸğęŻĲåěŸńĲ æńă X = Rľňď^; Y = Rđč^ ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł ńňğęğęăđčâďĲł ąŸďęďăąâł ąŸńŸďęčâł.

7. Ğňčđ§ĲåńĲ ńđď ŻăŸŻăąŸľåŸ Poisson ąŸă ăŻăŸåńĲĺŸ ńđď ľőâľđ čĲńŸěç Poisson Ÿĺă§čæ ŽĲŽęďæńàď ğęň ľňčŹŸåďęňď ľĲ Ĳą§Ĳńăąęçł čĲńŸěç-ŽĲŽęďæńàď őĺæďęňł. ŃğęĺĲåńĲ ďŸ ĲąčĲńŸććĲň§ĲåńĲ ńđď áľąđľđ 5 ŽăŸ ďŸ ğŸĺáŽĲńĲ, őĺđľăčęğęăéďńŸł čåŸ Ÿąęćęň§åŸ ŸďĲěŸĺńãńàď ęčęăæčęĺŋàď U(0; 1) ğęľęńãńàď, čåŸ Ÿąęćęň§åŸ ŸďĲěŸĺńãńàď Poisson(ć) ńňőŸåàď ğęľæńđńàď;

8. Ďáď U_1; . . . ; U_{12} ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł ęčęăæčęĺŋĲł ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł ľńę (0; 1), ďŸ ŹĺĲåńĲ ğęăá ĲåďŸă (ğĺęľĲŽŽăľńăąá) đ ąŸńŸďęčã ńđł X = [_{12} ∑ i=1 U_i − 6 ]

9. Ďáď X âőĲă čåŸ ľňďĲőã ľňďáĺńđľđ ąŸńŸďęčãł F , ŸğęŻĲåěŸńĲ æńă Y = F (X) âőĲă ęčęăæčęĺŋđ ąŸńŸďęčã U(0; 1).

5.2. ĂľąãľĲăł 2 65

5.2 ĂľąãľĲăł 2

1. Ę čâ§ęŻęł ńęň čâľęň ńĲńĺŸŽéďęň ŽăŸ Žâďďđľđ ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď: ŔáĺńĲ âďŸ ńĲńĺŸŕãŋăę ŸąâĺŸăę Ÿĺă§čæ ąŸă ńĲńĺŸŽàďåľńĲ ńęď: Ăď ę ąŸăďęçĺŽăęł ŸąâĺŸăęł âőĲă 8 ŕđŋåŸ ğáĺńĲ ńŸ čĲľŸåŸ 4. Ăď âőĲă ćăŽæńĲĺŸ Ÿğæ 8 ŕđŋåŸ, ğĺęľ§âľńĲ ľńđď Ÿĺőã čđŻĲďăąá éľńĲ ďŸ ąŸńŸľąĲňáľĲńĲ 8 ŕđŋåŸ, ąŸă ğáĺńĲ ńŸ čĲľŸåŸ 4. Ăď, ŽăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ŸĺőåľęňčĲ čĲ 2034, ğŸåĺďęňčĲ

2034 → 04137156 → 1371 → 01879641 → 8796 → 77369616 → · · · ŚňďĲğéł, đ ğŸĺŸŽæčĲďđ Ÿąęćęň§åŸ ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď ĲåďŸă: 1; 3; 7; 1; 8; 7; 9; 6; 3; 6; 9; 6; . . .

(a) ŔĲăĺŸčŸńăľńĲåńĲ čĲ ŻăáŋęĺĲł Ÿĺőăąâł ńăčâł, čđď ľńŸčŸńãľĲńĲ ŽĺãŽęĺŸ! (b) Šă ľňčŹŸåďĲă Ÿď ŸĺőåľĲńĲ čĲ ńę 6600 ã 5500; (ã ğŸĺæčęăę;) (c) Ďáď ńę (a) ŻĲď ľŸł âğĲăľĲ, ŻęąăčáľńĲ 47 ŹãčŸńŸ ŸĺőåİęďńŸł čĲ ńę 8653. (d) Šă ğăľńĲçĲńĲ ŽăŸ ńđď ğŸĺŸğáďà čâ§ęŻę Žâďďđľđł ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď;

2. ŚőĲŻăáľńĲ ńăł ąŸĺńĲľăŸďâł ľňďńĲńŸŽčâďĲł ľňďĲőæčĲďàď Ÿĺă§čéď ŽăŸ ńăł ğŸĺŸąáńà ğĲĺăğńéľĲăł:

(a) m = 32; a = 45; b = 1 (b) m = 32; a = 45; b = 7 (c) m = 32; a = 129; b = 1 ŚőęćăáľńĲ ńđď ąŸńŸććđćæńđńŸ ąá§Ĳ ŽĲďďãńĺăŸł.

3. Ę ŽĲďďãńĺăŸ "Fibonacci" ŽăŸ ŸąâĺŸăęňł {0; 1; . . . ; m − 1} ŻåďĲńŸă Ÿğæ x_{n+1} = (x_n + x_{n−1}) mod m čĲ ŻĲŻęčâďŸ ńŸ x_1; x_2.

(a) ČęąăčáľńĲ čĲĺăąâł ńăčâł. Ľáńă ŸěăęľđčĲåàńę; (b) Ŕæľę ľňőďá ľňčŹŸåďĲă x_{n−1} < x_{n+1} < x_n;

(c) ŃğęĺĲåńĲ ďŸ ŹĺĲåńĲ §Ĳàĺđńăąã ĲěãŽđľđ ńđł ğŸĺŸńãĺđľãł ľŸł ľńę (b); (d) Ăď đ Ÿąęćęň§åŸ x_1; x_2; . . . ãńŸď ŔŘĂĆŃĂŠĹĽĂ Ÿąęćęň§åŸ ŸďĲěŸĺńãńàď ęčęăæčęĺŋàď ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď ľńę {0; 1; . . . ; m − 1}, ŸğęŻĲåěŸńĲ æńă P (x_{n−1} < x_{n+1} < x_n) = 1 6 (e) Šă ğăľńĲçĲńĲ ŽăŸ ńđď ŽĲďďãńĺăŸ Fibonacci; ŃğęĺĲåńĲ ďŸ ńđď ŹĲćńăéľĲńĲ;

5.3 ĂľąãľĲăł 3

1. ĂğęŻĲåěŸńĲ æńă ŽăŸ čåŸ ŸďŸŽàŽăąã ŽĲďďãńĺăŸ ğćãĺęňł ğĲĺăæŻęň m, ę čâľęł ąŸă đ ŻăŸľğęĺá ńàď ńăčéď ğęň ğŸĺáŽęďńŸă Ÿď ŻăŸăĺâľęňčĲ ąá§Ĳ Ÿĺă§čæ ńđł Ÿąęćęň§åŸł čĲ ńę m, ĲåďŸă ŸďńåľńęăőŸ 1 2 ( 1 − 1 m ) ąŸă (1 + 1=m) 12 2. ĂğęŻĲåěŸńĲ æńă Ÿď U_1 ąŸă U_2 ĲåďŸă ŸďĲěáĺńđńĲł U(0,1) ńňőŸåĲł čĲńŸŹćđńâł, ńæńĲ ńę ŻĲąŸ- Żăąæ čâĺęł ńęň (U_1 +U_2) ĲåďŸă Ĳğåľđł U(0; 1). ĂąæčŸ ŸğęŻĲåěŸńĲ æńă Ÿňńæ ńę ŸğęńâćĲľčŸ Ĳğåľđł ăľőçĲă Ÿď U_1 ∼ U(0; 1) Ÿććá U_2 âőĲă ęğęăŸŻãğęńĲ ľňďĲőã ąŸńŸďęčã. Šâćęł, ŸğęŻĲåěŸńĲ æńă Ÿď U_1; U_2 ąŸă U_3 âőęňď ľőđčŸńăľ§Ĳå ŸďĲěáĺńđńŸ Ÿğæ čăąńâł ŽĲďďãńĺăĲł čĲ ŸďńåľńęăőŸ čãąđ ąçąćàď c_1; c_2 ąŸă c_3, ńæńĲ čğęĺęçčĲ ďŸ ğáĺęňčĲ ńę ŻĲąŸŻăąæ čâĺęł ńęň (U_1 + U_2 + U_3) ľŸď ńăčã čăŸł ŕĲňŻęńňőŸåŸł U(0; 1) ńňőŸåŸł čĲńŸŹćđńãł, ąŸă đ ğĺęąçğńęňľŸ Ÿąęćęň- §åŸ Ÿğæ (0; 1) ńăčâł §Ÿ âőĲă čãąęňł ąçąćęň c_1c_2c_3 Ÿď c_1; c_2 ąŸă c_3 ĲåďŸă ľőĲńăąá ğĺéńęă (ŻđćŸŻã ğĺéńęă čĲńŸěç ńęňł Ÿďá Żçę).

3. ŚĲ čåŸ ŸďŸŽàŽăąã ŽĲďďãńĺăŸ, ŸğęŻĲåěŸńĲ æńă Ÿď m = 10^k ŽăŸ ąáğęăę §Ĳńăąæ ŸąâĺŸăę k > 1, ńæńĲ ŽăŸ ďŸ ĲğăńçőęňčĲ čãąęł ąçąćęň åľę čĲ m, őĺĲăŸİæčŸľńĲ ďŸ §âľęňčĲ a = 20d + 1, æğęň d ĲåďŸă §Ĳńăąæł ŸąâĺŸăęł.

4. ŃåŸ őŸĺŸąńđĺăľńăąá čđ ńňőŸåŸ ğńňőã ńàď ŸďŸŽàŽăąéď ŕĲňŻę-ńňőŸåàď Ÿĺă§čéď ĲåďŸă æńă ąŸďâďŸł Ÿĺă§čæł ŻĲď ĲčŋŸďåİĲńŸă Żçę ŋęĺâł ľĲ âďŸ ąçąćę. ŔĺęńĲåďŸńĲ čåŸ Ÿğćã ŻăŸŻăąŸľåŸ ďŸ ěĲğĲĺŸľńĲå Ÿňńæ ńę čĲăęďâąńđčŸ.

5. Ę ŸďŸŽàŽăąã ŽĲďďãńĺăŸ x_{n+1} = 9x_n + 13 mod 32

âőĲă ğćãĺęňł čãąęňł ğĲĺåęŻę. ĆĺáŕńĲ ńđď ğĺęąçğńęňľŸ Ÿąęćęň§åŸ ąŸă ĲěĲńáľńĲ ğă- §Ÿďęçł ľňľőĲńăľčęçł. ĆăŸ ğŸĺáŻĲăŽčŸ, ľňŽąĺåďŸńĲ ńęňł Ÿĺă§čęçł ľńę ğĺéńę čăľæ čĲ Ÿňńęçł ľńę ŻĲçńĲĺę čăľæ, ŽĺáŕńĲ ńęňł Ÿĺă§čęçł ľĲ ŻňŸŻăąã čęĺŋã ąćğ.

5.4. ĂľąãľĲăł 4 67

5.4 ĂľąãľĲăł 4

1. Ŕęăæ ĲåďŸă ńę čãąęł ńđł ğĲĺăæŻęň ńđł ŸďŸŽàŽăąãł ŽĲďďãńĺăŸł čĲ x_0 = 5772156648 a = 3141592621 b = 2718281829 m = 10000000000 2. ĎåďŸă ęă ľňď§ãąĲł b=ğĲĺăńńæł, a = 1 mod 4, ĲğŸĺąĲåł ŽăŸ ďŸ ĲŽŽňđ§ęçď ğćãĺđ ğĲĺåęŻę m, æńŸď ę m ĲåďŸă ŻçďŸčđ ńęň 2;

3. Ďáď m = 10^–; – ≥ 2 ąŸă b ğĲĺăńńæł ąŸă æőă ğęććŸğćáľăę ńęň 5, ŸğęŻĲåěŸńĲ æńă đ ŸďŸŽàŽăąã ŽĲďďãńĺăŸ §Ÿ âőĲă ğĲĺåęŻę m Ĳáď ąŸă čæďę Ĳáď a = 1 mod 20 4. Ăď m = 2^{35} + 1 (= 3 × 11 × 43 × 281 × 86171), ďŸ ŹĺĲåńĲ æćŸ ńŸ a ğęň ăąŸďęğęăęçď ńăł ľňď§ãąĲł ńęň §ĲàĺãčŸńęł 1. ŚőęćăáľŸńĲ ńđď ĲğăćęŽã ńęň m.

5. Ăď m = 10^6 − 1 (3^3 × 7 × 11 × 13 × 37), ďŸ ŹĺĲåńĲ æćŸ ńŸ a ğęň ăąŸďęğęăęçď ńăł ľňď§ãąĲł ńęň §ĲàĺãčŸńęł 1.

5.5 ĂľąãľĲăł 5

1. ĂğęŻĲåěŸńĲ æńă Ĳáď X ∼ Exp(1), ńæńĲ W = aX^{1=b} Ÿąęćęň§Ĳå ńđď ąŸńŸďęčã Weibull čĲ ľ.ğ.ğ.

f_W (w) = ba^{−b}w^{b−1}exp [ −(w=a)^b ] ; w ∈ ℜ^+; a; b ∈ ℜ^+ ĎěđŽĲåľńĲ ğàł čğęĺęçčĲ ďŸ ğĺęľęčęăéľęňčĲ ńđď ń.č. Weibull őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł.

2. ŔĺęľęčęăéľńĲ X-ńăčâł Ÿğæ ğćđ§ňľčæ čĲ Ÿ.ľ.ą. F (x) = exp {− exp(−(x − a)=b)} :

(ĽŸńŸďęčã Gumbel).

3. ŔĺęľęčęăéľńĲ Ţ-ńăčâł Ÿğæ ğćđ§ňľčæ čĲ ľ.ğ.ğ.

f(x) = { 4x 0 ≤ 1=2 4(1 − x) 1=2 ≤ x ≤ 1

4. Ďáď X âőĲă ľ.ğ.ğ. f_X (x) = će^{−ćx} ŹĺâăńĲ ńđď ąŸńŸďęčã ńđł Y = √ 2X. ŔĺęńĲåďŸńĲ čåŸ čâ§ęŻę ğŸĺŸŽàŽãł Y -ńăčéď őĺđľăčęğęăéďńŸł ńăčâł Ÿğæ ńđď ęčęăæčęĺŋđ ąŸńŸďęčã.

5. ĽŸńŸľąĲňáľńĲ čâ§ęŻę Ÿğæĺĺăŕđł, čĲ ğă§ŸďæńđńŸ ŸğęŻęőãł čĲŽŸćçńĲĺđł ńęň 0.887 ŽăŸ ğĺęľęčęåàľđ ńđł Ą(2,2) ąŸńŸďęčãł.

6. ĞĲàĺĲåľńĲ čåŸ ľňďáĺńđľđ-ŋáąĲććę ŹŸľăľčâďđ ľńę g(x) = a^{−1}exp(−a^{−1}x); x ∈ ℜ^+;

ąŸă ąŸńŸľąĲňáľńĲ čâ§ęŻę Ÿğæĺĺăŕđł ŽăŸ ńđď ğĺęľęčęåàľđ ńđł Gamma(a,1) ąŸńŸďęčãł, a > 1. Ďáď X ∼ Gamma(a; 1), ďŸ ŹĺĲåńĲ ńđď ąŸńŸďęčã ńđł Y = b^{−1}X ąŸă âńľă ğĺęńĲåďŸńĲ čåŸ čâ§ęŻę ŽăŸ ğĺęľęčęåàľđ ńđł Gamma ąŸńŸďęčãł čĲ a > 1.

5.6. ĂľąãľĲăł 6 69

5.6 ĂľąãľĲăł 6

1. ŃåŸ ğŸĺŸćŸŽã ńđł čĲ§æŻęň ńđł Ÿğæĺĺăŕđł (squeezed rejection algorithm) ŽăŸ ńđď ğĺęľęčęåàľđ ńđł Exp(1) ąŸńŸďęčãł ğĲĺăąęččâďđł ľńę (0,2), čğęĺĲå ďŸ ŽĺŸŋĲå àł Ĳěãł: (a) ŔŸĺáŽęňčĲ Y ∼ U(0; 2); U ∼ U(0; 1) (b) IF U ≤ e^{−a}(a + 1 − Y ) GOTO (e) (c) IF U > e^{−b}=(1 − b + Y ) GOTO (a) (d) IF U > e^{−Y} GOTO (a) (e) ĞâńęňčĲ X = Y ĂğęŻĲåěŸńĲ æńă đ ğă§ŸďæńđńŸ ĲğăńňőåŸł ľńę ŹãčŸ (b) ĲåďŸă åľđ čĲ ae^{−a} Ĳáď a ≥ 1 ąŸă åľđ čĲ 1=4(a + 1)^2e^{−a} Ĳáď a < 1. ’Ďńľă ŸğęŻĲåěŸńĲ æńă đ ąŸćçńĲĺđ ĲğăćęŽã ĲåďŸă a = 1.

2. ŔĲĺăŽĺáŕńĲ ğàł §Ÿ ğĺęľęčęăéďŸńĲ ń.č. Ÿğæ ńđď logistic ľ.ğ.ğ.

f(x) = e^{−x} (1 + e^{−x})^2

; (−∞ < x < ∞)

őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿğæĺĺăŕđł ŹŸľăľčâďđ ľńęď ŋáąĲććę e^{−x} ŽăŸ x ≥ 0. 3. ’Ďľńà æńă ňğáĺőĲă ąáğęăęł ŸćŽæĺă§čęł ŽăŸ ńđď ğŸĺŸŽàŽã ńňőŸåàď ŻĲăŽčáńàď Ÿğæ ńđď t_3 ąŸńŸďęčã čĲ ľ.ğ.ğ.

h(x) = { 3^{1=2} ı 2 (1 + x^2 3 )^2 }_{−1} ; (−∞ < x < ∞):

ČĲŻęčâďàď ńăčéď Ÿğæ ńęď ŸćŽæĺă§čę, ŻĲåěńĲ ğàł ŻĲåŽčŸńŸ Ÿğæ ńđď ńňğęğęăđčâďđ ąŸďęďăąã ąŸńŸďęčã čğęĺęçď ďŸ ğŸĺŸő§ęçď őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď čâ§ęŻę ńđł Ÿğæĺĺăŕđł ąŸă ğă§ŸďæńđńŸ ŸğęŻęőãł (9 √ e)=(8 √ 1:5ı):

4. ŔŸĺáŽĲńĲ 10 ľňďĲőæčĲďĲł ńăčâł Ÿğæ ńđď Żňàďňčăąã (4,1/4) ąŸńŸďęčã őĺđľăčęğęăéďńŸł (a) á§ĺęăľčŸ ęčęăæčęĺŋàď ń.č. (b) čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł 5. ŔŸĺáŽĲńĲ 5 ľňďĲőæčĲďĲł ńăčâł Ÿğæ ńđď Poisson (2) ąŸńŸďęčã őĺđľăčęğęăéďńŸł (a) ŽăďæčĲďę ęčęăæčęĺŋàď ń.č. (b) čâ§ęŻę ńđł Ÿďńăľńĺęŋãł

5.7 ĂľąãľĲăł 7

1. ŞğęćęŽåľńĲ ńę ęćęąćãĺàčŸ Ĺ = ∫_1 0 x^3dx őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď čâ§ęŻę hit-and-miss ąŸă ńđď čâ§ęŻę ńàď Ÿďńă§âńàď ń.č. Ŕęăá đ čĲåàľđ ńđł ŻăŸľğęĺáł ŽăŸ ŻĲåŽčŸ čĲŽâ§ęňł n;

2. ĆăŸ ńđď ‘ffi − f^′ čâ§ęŻę Ĳąńåčđľđł ńęň

∫_1 0 √ 1 − x^2dx;

čĲ f ęčęăæčęĺŋđ ľ.ğ.ğ. ľńę (0; 1), ğæľę čĲŽáćę ğĺâğĲă ďŸ ĲåďŸă ńę n éľńĲ ńę 95% ŻăáľńđčŸ Ĳčğăľńęľçďđł ŽăŸ ńđď ńăčã ńęň ęćęąćđĺéčŸńęł ďŸ âőĲă ğćáńęł 0.01;

3. ĎąńăčãľńĲ ńę ęćęąćãĺàčŸ

∫_1 0 [x(x^2 − 1)(x − 2)]^{1=2}dx őĺđľăčęğęăéďńŸł ńđď ‘ffi − f^′ čâ§ęŻę.

4. ŔĲăĺŸčŸńăľńĲåńĲ čĲ ńĲőďăąâł Ĳćáńńàľđł ŻăŸľğęĺáł ŽăŸ ńđď Ĳąńåčđľđ ńęň P (X > 2:5), æğęň X ∼ N(0; 1).