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SÔnola, pr�xeic sunìlwn kai akoloujÐec sunìlwn

Pr�xeic sunìlwn

Oi basikèc pr�xeic metaxÔ twn sunìlwn eÐnai h ènwsh kai h tom .

Orismìc 0.1 'Estw Ai, i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ mia akoloujÐa sunìlwn.

∪iAi = {to sÔnolo twn stoiqeÐwn pou an kei se k�poio apì ta Ai, i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅}
∩iAi = {to sÔnolo twn stoiqeÐwn pou an kei se k�jeAi, i = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅}

Shmantik  eÐnai kai h pr�xh tou sumplhr¸matoc, an A ⊂ E tìte Ac = E ∖A (ìla ta stoiqeÐa tou E pou den perièqontai sto A.
H diafor� tou A apo to B sumbolÐzetai me A∖B kai to sÔnolo autì perièqei ìla ta stoiqeÐa tou A pou den an koun sto B. Sunep¸c

c ∈ A ∖B ⇐⇒ c ∈ A all� c /∈ B

EÐnai profanèc ìti A ∖B = A ∩Bc.
Pollèc forèc eÐnai qr simo na orÐsoume kai thn summetrik  diafor� dÔo sunìlwn A kai B,

A△B = (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B).

H summetrik  diafor� perièqei ta stoiqeÐa ta opoÐa an koun se èna apo ta A kai B all� ìqi kai sta dÔo.
Oi akìloujoi kanìnec, gnwstoÐ kai wc nìmoi tou De Morgan , sundèoun thn ènwsh, thn tom  kai thn sumpl rwsh, kai eÐnai polÔ

qr simoi,

(∪ni=1Ai)
c = ∩ni=1A

c
i

(∩ni=1Ai)
c = ∪ni=1A

c
i

Oi nìmoi tou De Morgan mporeÐ na genikeujoÔn kai gia �peirec en¸seic kai tomèc (n =∞).
MÐa teleutaÐa idiìthta thc tom c kai thc ènwshc eÐnai h akìloujh,

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

AkoloujÐec sunìlwn

Orismìc 0.2 (i) To k�tw ìrio thc akoloujÐac sunìlwn {Ai} eÐnai to sÔnolo

lim
i→∞

inf Ai = ∪∞n=1 [∩∞k=nAk]

(ii) To �nw ìrio thc akoloujÐac sunìlwn {Ai} eÐnai to sÔnolo

lim
i→∞

supAi = ∩∞n=1 [∪∞k=nAk]

(iii) An limi→∞ supAi = limi→∞ inf Ai = B ja lème ìti limi→∞ = B.

EÐnai shmantik  h ermhneÐa tou �nw kai tou k�tw orÐou miac akoloujÐac sunìlwn

lim
i→∞

inf Ai = {x ∈ X : x ∈ Ai gia ìla par� peperasmèna to pl joc i ∈ ℕ}

lim
i→∞

supAi = {x ∈ X : x ∈ Ai gia �peira to pl joc i ∈ ℕ}

lim
i→∞

inf Ai ⊆ lim
i→∞

supAi

Orismìc 0.3 Mia akoloujÐa sunìlwn onom�zetai monìtonh an isqÔei eÐte A1 ⊆ A2 ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ (aÔxousa) eÐte A1 ⊇ A2 ⊇ ⋅ ⋅ ⋅ (fjÐnousa).

Prìtash 0.1 An Ai aÔxousa akoloujÐa sunìlwn isqÔei ìti up�rqei to ìrio

lim
i→∞

Ai =
∪
i

Ai = {x ∈ X : x ∈ Ai gia k�poio i ∈ ℕ}

An Ai fjÐnousa akoloujÐa sunìlwn tìte uparqei to ìrio

lim
i→∞

Ai =
∩
i

Ai = {x ∈ X : x ∈ Ai gia k�je i ∈ ℕ}

Anoikt� kai kleist� uposÔnola enìc metrikoÔ q¸rou kai sunèqeic sunart seic

Kleist� kai anoiqt� uposÔnola enìc metrikoÔ q¸rou

Orismìc 0.4 'Estw (M,d) ènac metrikìc q¸roc kai xn mÐa akoloujÐa stoiqeÐwn ston M . Lème ìti h akoloujÐa x(n) sugklÐnei sto x
ìpou x ∈M an gia k�je � > 0 up�rqei k�poio N ∈ ℕ tètoio ¸ste gia k�je n > N na isqÔei d(x(n), x) < �.

Orismìc 0.5 'Estw (M,d) ènac metrikìc q¸roc kai X ⊂M .
'Ena shmeÐo tou x ∈ M eÐnai èna oriakì shmeÐo (shmeÐo suss¸reushc) tou X an up�rqei mÐa akoloujÐa x(n) ∈ X tètoia ¸ste
x(n) → x (me thn sÔgklish ston M).
'Ena uposÔnolo X ⊂M eÐnai kleistì sto M an k�je oriakì shmeÐo (shmeÐo suss¸reushc) tou X an kei sto X.
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Prìtash 0.2 'Estw M ènac metrikìc q¸roc kai Xi ⊂M , i = 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,m, uposÔnola tou M ta opoÐa eÐnai kleist� ston M .
Tìte,

1. ∪mi=1Xi eÐnai kleistì sto M (den eÐnai aparaÐthto ìti mporoÔme p�nta na p�roume m =∞)

2. ∩mi=1Xi eÐnai kleistì sto M (mporoÔme p�nta na p�roume m =∞)

Gia thn ènnoia tou anoiqtoÔ sunìlou ja qreiasteÐ na orÐsoume pr¸ta thn ènnoia thc anoiqt c mp�lac se k�poion metrikì q¸ro.

Orismìc 0.6 'Estw (M,d) k�poioc metrikìc q¸roc kai x ∈ M . To uposÔnolo B�(x) = {y ∈ M ∣ d(y, x) < �} onom�zetai anoiqt 
mp�la tou M me kèntro x kai aktÐna �.

Orismìc 0.7 'Estw (M,d) ènac metrikìc q¸roc kai X ⊂ M . Ja lème ìti to X eÐnai anoiqtì sto M an gia k�je x ∈ X up�rqei mÐa
anoiqt  mp�la B�(x) tètoia ¸ste B�(x) ⊂ X.

Prìtash 0.3 'Estw M ènac metrikìc q¸roc kai Xi ⊂M , i = 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,m, uposÔnola tou M ta opoÐa eÐnai anoiqt� ston M .
Tìte,

1. ∪mi=1Xi eÐnai anoiqtì sto M (isqÔei p�ntote kai gia m =∞)

2. ∩mi=1Xi eÐnai anoiqtì sto M (den isqÔei aparaÐthta kai gia m =∞)

Prìtash 0.4 'Estw (M,d) ènac metrikìc q¸roc kai X ⊂M . To X eÐnai anoiqtì an kai mìno an to X
′
=M ∖X eÐnai kleistì.

Anoiqt� kai kleist� sÔnola kai sunèqeia

Orismìc 0.8 'Estw (M1, d1) kai (M2, d2) duo metrikoÐ q¸roi kai f : M1 → M2 mÐa sun�rthsh. Lème ìti h f eÐnai suneq c sto
x1 ∈M1 an gia k�je � > 0 up�rqei � > 0 tètoio ¸ste an d1(x, x1) < � na isqÔei d2(f(x), f(x1)) < �.

Prìtash 0.5 MÐa sun�rthsh f : M1 → M2 eÐnai suneq c an kai mono an gia k�je akoloujÐa x(n) ∈ M1 gia thn x(n) → x ston M1,
isqÔei ìti h akoloujÐa f(x(n))→ f(x) ston M2.

Oi suneqeÐc sunart seic èqoun qr simec idiìthtec wc proc ta kleist� kai ta anoÐqt� sÔnola.

Prìtash 0.6 'Estw f : M1 → M2 mÐa sun�rthsh. H f eÐnai suneq c sto M1 an kai mìno an h f−1 apeikonÐzei kleist� uposÔnola
tou M2 se kleist� uposÔnola tou M1.

Prìtash 0.7 'Estw f : M1 → M2 mÐa sun�rthsh. H f eÐnai suneq c sto M1 an kai mìno an h f−1 apeikonÐzei anoiqt� uposÔnola
tou M2 se anoiqt� uposÔnola tou M1.

'Algebrec kai s-�lgebrec

Ja eis�goume t¸ra orismènec domèc sunìlwn oi opoÐec eÐnai polÔ qr simec sthn jewrÐa mètrou.

Orismìc 0.9 'Estw ℱ mÐa sullog  uposunìlwn tou X pou ikanopoieÐ tic idiìthtec

1. ∅ ∈ ℱ kai X ∈ ℱ ,
2. An A ∈ ℱ tìte kai Ac ∈ ℱ ,
3. An Ai ∈ ℱ , i ∈ ℕ tìte kai

∪∞
i=1 Ai ∈ ℱ .

H ℱ onom�zetai �−�lgebra.

Prìtash 0.8 'Estw C mia opoiad pote sullog  uposunìlwn tou X. Up�rqei h mikrìterh s-�lgebra C0 uposunìlwn tou X pou perièqei
thn C. Thn C0 ja thn sumbolÐzoume C0 := �(C)

Ac upojèsoume ìti f : X → Y , mia sun�rthsh metaxÔ dÔo sunìlwn X, Y (metrik¸n q¸rwn). An E ⊂ Y orÐzoume f−1(E) := {x ∈
X : f(x) ∈ E}.

IsqÔei ìti

f−1(Ec) = f−1(Y ∖ E) = f−1(Y ) ∖ f−1(E) = X ∖ f−1(E) = (f−1(E))c

f−1(
∪
i

Ai) =
∪
i

f−1(Ai)

f−1(
∩
i

Ai) =
∩
i

f−1(Ai)

Oi parap�nw idiìthtec mac deÐqnoun ìti an f : X → Y kai ℱ eÐnai mia s-�lgebra tou X tìte h sullog  sunìlwn f−1(ℱ) := {f−1(E) :
E ∈ ℱ} eÐnai epÐshc mia s-�lgebra tou U .

'Algebrec Borel

Orismìc 0.10 Ac jewr soume èna sÔnolo Q. H s-�lgebra ℬ(X) pou perièqei ìla ta anoiqt� uposÔnola tou X onom�zetai �lgebra
Borel sto X.

Sthn eidik  perÐptwsh ìpou X = ℝ h �lgebra Borel ℬ(ℝ) eÐnai h s-�lgebra pou par�getai apo ìla ta anoiqt� uposÔnola tou ℝ.
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Mètro

Orismìc 0.11 Mia apeikìnish � : ℱ → ℝ+ onom�zetai mètro an ikanopoieÐ tic idiothtec

1. �(∅) = 0

2. An Ai ∈ ℱ , xèna metaxÔ touc tìte �(
∪
i∈ℕ Ai) =

∑
i∈ℕ �(Ai)

MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti up�rqei mia apeikìnish me tic idiìthtec autèc. H Ôparxh kai kataskeu  tou mètrou eÐnai polÔ endiafèrousa
apo thn majhmatik  �poyh kai ja asqolhjoÔme me aut  argìtera. Sthn f�sh aut  ja jewr soume thn Ôparxh tou mètrou kai ja
melet soume tic idiìthtec tou.

Prìtash 0.9 Basikèc idiìthtec tou mètrou eÐnai oi akìloujec

1. An A1 ⊂ A2 tìte �(A1) ≤ �(A2) (monotonÐa)

2. Gia opoiad pote Ai ∈ ℱ (ìqi aparaÐthta xèna metaxÔ touc) isqÔei �(
∪
i∈ℕ Ai) ≤

∑
i∈ℕ �(Ai) (upoajroistikìthta)

ParadeÐgmata mètrwn.

Par�deigma 0.1 X èna diakritì endeqomènwc �peiro sÔnolo, X = {!1, !2, ⋅ ⋅ ⋅} kai {pi} mia ajroÐsimh jetik  akoloujÐa, tètoia ¸ste∑∞
i=1 pi = 1. An ℱ eÐnai h s-�lgebra pou perièqei ìla ta uposÔnola tou X tìte an orÐsoume thn apeikìnish � : X → [0, 1] wc ex c: Gia

k�je A ∈ ℱ , �(A) =
∑
!i∈A pi mporeÐ na deÐxei kaneÐc ìti h � eÐnai èna mètro. Sthn perÐptwsh pou to X eÐnai peperasmèno sÔnolo kai

pi = 1/card(X) paÐrnoume to mètro arÐjmhshc.

Par�deigma 0.2 'Estw X = ℝ kai ℱ = ℬ(ℝ). 'Estw èna mètro � : ℬ(ℝ) → ℝ+ tètoio ¸ste �((a, b)) = �((a, b]) = �([a, b)) =
�([a, b]) = b− a. To mètro autì onom�zetai mètro Lebesgue .

Par�deigma 0.3 'Estw X = ℝ kai ℱ = ℬ(ℝ). 'Estw epÐshc mia pragmatik  sun�rthsh f : ℝ → ℝ+ tètoia ¸ste
∫
ℝ f(x) dx = 1. H

apeikonish � : ℬ(ℝ)→ [0, 1] pou orÐzetai apo thn sqèsh �(A) =
∫
A f(x) dx gia k�je A ∈ ℬ(ℝ) eÐnai èna mètro pijanìthtac.

SÔgklish akolouji¸n sunìlwn kai mètro

Prìtash 0.10 1. 'Estw Ai mia aÔxousa akoloujÐa sunìlwn. Tìte �(limi Ai) = limi(�(Ai)).
2. 'Estw Ai mia fjÐnousa akoloujÐa sunìlwn. Tìte �(limi Ai) = limi(�(Ai)), arkeÐ na up�rqei èna sÔnolo A ∈ ℱ tètoio ¸ste �(A) <∞
kai A1 ⊂ A.

Ac jewr soume t¸ra akoloujÐec sunìlwn oi opoÐec den eÐnai aparaÐthta monìtonec.

Prìtash 0.11 1. L mma tou Fatou gia akoloujÐec sunìlwn,

�( lim
i→∞

inf Ai) ≤ lim
i→∞

inf �(Ai)

2. An�strofo l mma tou Fatou gia akoloujÐec sunìlwn,

�( lim
i→∞

supAi) ≥ lim
i→∞

sup�(Ai)

arkeÐ ìla ta Ai na perièqontai se èna sÔnolo A peperasmènou mètrou (Ai ⊂ A, �(A) <∞).

Me efarmog  tou l mmatoc tou Fatou mporeÐ na deÐxei kaneÐc ìti an up�rqoun ta ìria thc akoloujÐac sunìlwn kai thc akoloujÐac
twn mètrwn antistoÐqwc tìte isqÔei en gènei ìti �(limi Ai) ≤ limi �(Ai). An h akoloujÐa sunìlwn eÐnai fragmènh apo èna sÔnolo
peperasmènou mètrou tìte isqÔei h isìthta. Sthn perÐptwsh aut  an up�rqei to limi Ai tìte up�rqei kai to limi �(Ai).

Mètro Lebesgue

To mètro Lebesgue eÐnai èna mètro sto (ℝ,ℬ(ℝ)) gia to opoÐo isqÔei ìti �([a, b]) = b− a kai to Ðdio gia ìla ta diast mata (a, b), [a, b),
(a, b].

Kataskeu  tou mètrou Lebesgue

Den ja epektajoÔme sthn kataskeu  tou mètrou Lebesgue all� ja anafèroume sÔntoma ìti basÐzetai sto exwteriko mètro Lebesgue .

Orismìc 0.12 To exwterikì mètro Lebesgue enìc sunìlou A ⊂ ℝ, orÐzetai wc

�∗(A) = inf {
∞∑
n=1

ℓ(In) ∣ A ⊆
∞∪
n=1

In}

ìpou In diast mata.

To exwterikì mètro Lebesgue èqei idiìthtec pou moi�zoun me to mètro all� den ikanopoieÐ thn ajroistikìthta.

Prìtash 0.12 Gia to exwterikì mètro Lebesgue �∗ isqÔoun ta akìlouja:

1. An A mhdenosÔnolo tìte �∗(A) = 0 kai antÐstrofa.

2. An A ⊂ B tìte �∗(A) ≤ �∗(B), dhlad  h apeikìnish �∗ eÐnai monìtonh.

3. An I èna di�sthma tou ℝ, tìte �∗(I) = ℓ(I).

3



4. An En mÐa akoloujÐa uposunìlwn tou ℝ, En ⊂ ℝ, tìte

�∗

( ∞∪
n=1

En

)
≤
∞∑
n=1

�∗(En)

Apo to exwterikì mètro Lebesgue mporoÔme na par�goume to mètro Lebesgue periorizìmenoi se èna kat�llhlo uposÔnolo uposunìl-
wn.

Orismìc 0.13 'Ena uposÔnolo E ⊂ ℝ onom�zetai metr simo wc proc to exwterikì mètro Lebesgue an gia k�je A ⊂ ℝ isqÔei ìti

�∗(A) = �∗(A ∩ E) + �∗(A ∩ Ec)

To sÔnolo A onom�zetai sÔnolo dokim c. To sÔnolo twn metr simwn uposunìlwn tou ℝ sumbolÐzetaiℳ.

Prìtash 0.13 An Ei ∈ℳ, Ei xèna metaxÔ touc, tìte

�∗

( ∞∪
i=1

)
=
∞∑
i=1

�∗(Ei).

An loipìn periorÐsoume to exwterikì mètro Lebesgue stoℳ, paÐrnoume to mètro Lebesgue.
H kataskeu  aut  mporeÐ na genikeujeÐ kai (sqedìn) se opoiod pote metrikì q¸ro!

Prìtash 0.14 IsqÔei ìti ℬ(ℝ) ⊂ℳ.

Me b�sh to parap�nw, mporoÔme na orÐsoume to mètro Lebesgue wc �L : ℬ(ℝ)→ ℝ+.
EÐnai shmantikì na tonÐsoume ìti up�rqoun uposÔnola tou ℝ pou den eÐnai metr sima! EpÐshc up�rqoun uposÔnola tou ℝ pou

den eÐnai Borel !

Idiìthtec tou mètrou Lebesgue

Prìtash 0.15 (a) To mètro Lebesgue eÐnai amet�blhto wc proc tic metaforèc, dhlad  an E ⊂ ℝ kai E + � = {x+ � : ∀x ∈ E} tìte
�L(E) = �L(E + �) gia k�je � ∈ ℝ.
(b) To mètro Lebesgue èqei thn idiìthta thc jetik c omoiogèneiac dhlad  an E ⊂ ℝ kai �E = {�x : ∀x ∈ E} tìte �L(�E) = ��(E),
gia � > 0.

Prìtash 0.16 Ta arijm sima uposÔnola tou ℝ eÐnai mhdenosÔnola tou mètrou Lebesgue (dhlad  ta E ∈ ℬ(ℝ) gia ta opoÐa �L(E) = 0).

Prìtash 0.17 An E mhdenosÔnolo gia to mètro Lebesgue tìte to Ec = ℝ ∖ E eÐnai puknì sto ℝ.

To exwterikì mètro Lebesgue èqei tic ex c idiìthtec wc proc thn prosèggish

Prìtash 0.18 (i) E ∈ ℬ(ℝ) =⇒ ∀� > 0, ∃anoiqtì sÔnoloO ⊃ E, me�∗(O ∖ E) ≤ �
(ii) E ∈ ℬ(ℝ) =⇒ ∀� > 0, ∃kleistì sÔnolo C ⊃ E, me�∗(C ∖ E) ≤ �

Prìtash 0.19 'Estw E ∈ ℬ(ℝ) me �L(E) > 0. Tìte up�rqei èna peperasmèno anoiqtì di�sthma I pou to m koc tou proseggÐzei to
mètro �L(E) ìso kal� jèloume, dhlad  ∀� ∈ (0, 1) up�rqei anoiqtì di�sthma I tètoio ¸ste ��L(I) ≤ �L(E ∩ I) ≤ �L(I).

Genikìtera mètra sto ℝ

Prìtash 0.20 'Estw F : ℝ → ℝ+ mÐa sun�rthsh me tic idiìthtec (a)mh fjÐnousa, (b) dexi� suneq c kai (g) limx→−∞ F (x) = 0,
limx→+∞ F (x) = 1. Tìte h apeikìnish � : ℬ(ℝ)→ [0, 1] gia thn opoÐa isqÔei �((−∞, x]) = F (x) eÐnai èna mètro pijanothtac.

Je¸rhma epèktashc kai je¸rhma monìtonhc kl�shc

Genik� eÐnai dÔskolo na kataskeu�soume mia s-�lgebra kai èna mètro se aut . En gènei loipon kataskeu�zoume mia apeikonish pou
èqei tic idiìthtec pou perimènoume apo to mètro se èna eukolìtero sÔnolo uposunìlwn tou X kai met� to epekteÐnoume sthn mikrìterh
s-�lgebra pou to perièqei.

Je¸rhma 0.1 K�je mètro to opoÐo orÐzetai se mia �lgebra ℱ0 èqei monadik  epèktash sthn mikrìterh s-�lgebra pou perièqei thn ℱ0

Je¸rhma 0.2 'Estw C mia kl�sh uposunìlwn tou X h opoÐa eÐnai kleist  k�tw apo peperasmènec tomèc kai pou perièqei to X. 'Estw
epÐshc ℬ h mikrìterh kl�sh pou perièqei to C kai pou eÐnai kleist  k�tw apo ta aÔxonta ìria (dhlad  an A1 ⊂ A2 ⊂ ⋅ ⋅ ⋅ ∈ C tìte kai
∪iAi ∈ C) kai tic diaforèc (dhlad  an A1, A2 ∈ C me A1 ⊂ A2 tìte A2 ∖A1 ∈ C). Tìte, ℬ = �(C).

Prìtash 0.21 'Estw dÔo mètra �1, �2 : ℱ → ℝ+ ta opoÐa tautÐzontai se mia kl�sh C ⊂ ℱ h opoÐa eÐnai kleist  k�tw apo tic
peperasmènec tomèc. An �(C) = ℱ tìte �1 = �2.
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Se ìti akolouj sei ja jewroÔme (X,ℱ , �) èna q¸ro me mètro. H perÐptwsh ìpou X = Ω, èna sÔnolo endeqìmenwn kai � = P èna
mètro pijanìthtac eÐnai eidik  perÐptwsh.

Metr simec sunart seic

Orismìc 0.1 H sun�rthsh f : X→ ℝ onom�zetai metr simh wc proc thn ℱ , an f−1(G) ∈ ℱ gia k�je anoiktì G ⊂ ℝ.

Ja mporoÔsame isodÔnama na gr�youme ston orismo 0.1, gia k�je G ∈ ℬ(ℝ).

Prìtash 0.1 Oi suneqeÐc sunart seic eÐnai kai metr simec wc proc thn �−�lgebra ℬ(X).

Prìtash 0.2 'Estw f , g metr simec sunart seic f, g : X → ℝ. Tìte kai oi sunart seic � f , f + g, f g, max(f, g), min(f, g) eÐnai
epÐshc metr simec.

Orismìc 0.2 'Estw (Ω,ℱ , �) ènac q¸roc pijanot twn kai X : Ω→ ℝ mÐa sun�rthsh h opoÐa eÐnai metr simh wc proc thn ℱ . Tìte h
X onom�zetai tuqaÐa metablht .

Oria sunart sewn kai metrhsimothta

H metrhsimìthta eÐnai mia idiìthta h opoÐa diathreÐtai sto ìrio!

Orismìc 0.3 'Estw fn : X→ ℝ mia akoloujÐa sunart sewn. MporoÔme na orÐsoume wc

lim sup
n→∞

fn = inf
n≥1

(
sup
m≥n

fm

)
, lim inf

n→∞
fn = sup

n≥1

(
inf
m≥n

fm

)
An oi dÔo parap�nw sunart seic sumpÐptoun tote lème ìti up�rqei to ìrio thc akoloujÐac sunart sewn

lim
n→∞

fn = lim sup
n→∞

fn = lim inf
n→∞

fn (1)

'Enac isodÔnamoc orismìc eÐnai o

Orismìc 0.4 'Estw fn : X → ℝ mia akoloujÐa sunart sewn. Ja lème ìti fn → f an gia k�je x ∈ X, fn(x) → f(x) (me thn ènnoia
thc sÔgklishc sto ℝ). Dhlad , gia k�je � > 0, up�rqei N ∈ ℕ tètoio ¸ste ∣ fn(x)− f(x) ∣< �, gia n > N . H anisìthta aut  isqÔei gia
k�je x ∈ X all� to N mporei na exart�tai apo to x.

'Omoia kai gia akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n.
H metrhsimìthta diathreÐtai sto ìrio.

Prìtash 0.3 1. 'Estw fn : X→ ℝ mÐa akoloujÐa sunart sewn h opoÐa eÐnai metr simh wc proc thn s-�lgebra ℱ . Tìte lim supn fn
kai lim infn fn eÐnai metr simec sunart seic wc proc thn ℱ . 'Omoia kai to limn fn an up�rqei.

2. 'Estw Xn : Ω→ ℝ mÐa akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n h opoÐa eÐnai metr simh wc proc thn s-�lgebra ℱ . Tìte lim supnXn kai
lim infnXn eÐnai metr simec tuqaÐec metablhtèc wc proc thn ℱ . 'Omoia kai to limnXn an up�rqei.

Sqedìn pantoÔ � sqedìn bèbaia

Gia thn melèth thc sÔgklishc akoloujÐwn sunart sewn   tuqaÐwn metablht¸n den eÐnai p�ntote aparaÐthto na jewr soume ìti ta
lim supn fn, lim infn fn   lim supnXn, lim infnXn antÐstoiqa, orÐzontai shmeiak� dhlad  gia k�je x ∈ X   k�je ! ∈ Ω. MporoÔme na
�afairèsoume� apo ton shmeiakì orismì k�poia x   ! arkeÐ na isqÔei to ìti an G eÐnai to sÔnolo twn x   twn ! pou den lamb�noume
upìyin, tìte �(G) = 0.

Orismìc 0.5 Ja lème ìti h idiìthta C isqÔei sqedìn pantoÔ wc proc to � an �({x ∈ X, ∣ C den isqÔei}) = 0

Aplèc sunart seic   tuqaÐec metablhtèc

Orismìc 0.6 H sun�rthsh f : X→ ℝ onom�zetai apl  sun�rthsh an mporeÐ na grafeÐ wc f(x) =
∑n
i=1 ci 1Ai

(x) gia peperasmèno
to pl joc n, ci ∈ ℝ kai Ai ⊂ X ìpou Ai ∈ ℱ .

H mikrìterh ìmwc s-�lgebra h opoÐa k�nei metr simh thn apl  sun�rthsh (??) eÐnai h �(A1, ⋅ ⋅ ⋅ , An) dhlad  h s-�lgebra h opoÐa
par�getai apo ta sÔnola A1, ⋅ ⋅ ⋅ , An ∈ ℱ .
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To olokl rwma Lebesgue

Gia na orÐsoume to olokl rwma Lebesgue ja xekin soume apo ton orismì tou gia tic aplèc sunart seic.

Orismìc 0.7 'Estw f : X → ℝ mia apl  sun�rthsh. OrÐzoume
∫
X f d� :=

∑n
i=1 ci �(Ai). H posìthta

∫
X f d� onom�zetai to

olokl rwma thc f ep�nw sto X wc proc to mètro �.

Sthn perÐptwsh twn tuqaÐwn metablht¸n to olokl rwma antistoiqeÐ sthn mèsh tim  kai sumbolÐzetai kai wc E�[X].

Prìtash 0.4 To olokl rwma miac aplhc sun�rthshc   miac apl c tuqaÐac metablht c eÐnai anex�rthto thc anapar�stashc thc,
dhlad  an f =

∑n
i=1 ci 1Ai

=
∑m
i=1 di 1Bi

tìte
∫
X f d� =

∑n
i=1 ci �(Ai) =

∑m
i=1 di �(Bi)

Pollèc forèc epÐshc mporeÐ na qreiasteÐ na orÐsoume to olokl rwma miac aplhc sun�rthshc f (tuqaÐac metablht c X) se èna
uposÔnolo A tou X (  Ω antÐstoiqa). Autì gÐnetai wc ex c

∫
A f d� =

∫
X f 1A d�

Oi parak�tw idiothtec tou oloklhr¸matoc (mèshc tim c) gia aplèc sunart seic (tuqaÐec metablhtèc) eÐnai polÔ shmantikèc

Prìtash 0.5 'Estw (X,ℱ , �) q¸roc mètrou kai f, g aplèc sunart seic, f, g : X→ ℝ.
1. Grammikìthta: an f, g aplèc sunart seic kai �1, �2 ∈ ℝ tìte

∫
X(�1 f + �2 g) d� = �1

∫
X f d�+ �2

∫
X g d�

2. Jetikìthta: an f, g aplèc sunart seic (tuqaÐec metablhtèc) tètoiec ¸ste f ≥ g tìte isqÔei
∫
X f d� ≥

∫
X g d�

Ac onom�soume F = {to sÔnolo ìlwn twn apl¸n sunart sewn apo toX → ℝ}, mporoÔme na jewr soume to olokl rwma san thn
apeikìnish I : F → ℝ h opoÐa orÐzetai wc I(f) =

∫
X f d� =

∑n
i=1 ci �(Ai) gia k�je f ∈ F. H prìtash 0.5 mac lèei oti h apeikìnish I

eÐnai grammikìc kai jetikìc telest c. 'Omoia kai gia tic tuqaÐec metablhtèc.

To olokl rwma gia jetikèc sunart seic   tuqaÐec metablhtèc

Ja d¸soume dÔo diaforetikoÔc all� isodÔnamouc orismoÔc.

Orismìc 0.8 (I) Ac jewr soume to sÔnolo Ff ìlwn twn apl¸n sunart sewn g gia tic opoÐec isqÔei 0 ≤ g ≤ f , upì thn ènnoia ìti
sqedìn pantoÔ 0 ≤ g(x) ≤ f(x). Ac orisoume san If to sÔnolo twn oloklhrwm�twn aut¸n twn g ep�nw sto mètro �. Sunep¸c,

Ff = {g ∈ F ∣ 0 ≤ g ≤ f} ⊂ F, If = {
∫
X
g d� ∣ g ∈ Ff} ⊂ ℝ

OrÐzoume san to olokl rwma thc f ep�nw sto mètro � to sup tou sunìlou If , dhlad 
∫
X f d� := sup If

Orismìc 0.9 (II) Ac jewrhsoume {fn} mÐa akoloujÐa apl¸n sunart sewn pou sugklinei monìtona sthn f , fn ↑ f . PaÐrnoume kai thn
akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n rn :=

∫
X fn d� h opoÐa eÐnai kal� orismènh. San olokl rwma thc f ep�nw sto mètro � orÐzoume to ìrio

thc akoloujÐac rn, dhlad 
∫
X f d� := limn→∞

∫
X fn d� ìpou epitrèpoume thn prooptik  na eÐnai to ìrio auto �peiro.

Par�deigma 0.1 'Estw X = [a, b] kai f mÐa sun�rthsh f : [a, b]→ ℝ+. H sun�rthsh aut  mporeÐ na proseggisteÐ apo thn akoloujÐa
apl¸n sunart sewn

fn(x) =

{
k 2−n k 2−n ≤ f(x) < (k + 1) 2−n 0 ≤ k ≤ n 2n − 1
n f(x) ≥ n

upì thn ènnoia ìti fn ↑ f .

'Omoia gia tuqaÐec metablhtèc.

To olokl rwma gia mia opoiad pote sun�rthsh   tuqaÐa metablht 

'Estw t¸ra f : X→ ℝ mÐa sun�rthsh ìqi aparaÐthta jetik . MporoÔme na orÐsoume tic sunart seic f+, f− me b�sh touc tÔpouc

(f+)(x) = (f(x))+ = max(f(x), 0) = f(x) ∨ 0, (f−)(x) = (f(x))− = max(−f(x), 0) = (−f(x)) ∨ 0, ∀x ∈ X.

Oi sunart seic f+, f− onom�zontai to jetikì kai to arnhtikì mèroc, antÐstoiqa, thc f . Oi sunart seic f+, f− eÐnai jetikèc sunart seic
kai f = f+ − f−.

Orismìc 0.10 An f : X→ ℝ mia opoiad pote metr simh sun�rthsh
∫
X f d� :=

∫
X f

+ d�−
∫
X f
− d�

Orismìc 0.11 H sun�rthsh f : X→ ℝ onom�zetai oloklhr¸simh an
∫
X ∣ f ∣ d� <∞.

Me parìmoio trìpo mporoÔme na orÐsoume to olokl rwma (mèsh tim ) gia opoiad pote tuqaÐa metablht  X : Ω→ ℝ.

Genikèc idiìthtec tou oloklhr¸matoc

Prìtash 0.6 'Estw (X,ℱ , �) q¸roc mètrou kai f, g : X→ ℝ metr simec sunart seic.

1. To olokl rwma eÐnai grammikìc kai jetikìc telest c.

2. Gia opoiad pote oloklhr¸simh sun�rthsh isqÔei ìti
∣∣∫

X f d�
∣∣ ≤ ∫X ∣ f ∣ d�

3. An A,B ⊂ X tètoia ¸ste A ∩B = ∅ tìte
∫
A∪B f d� =

∫
A f d�+

∫
B f d�

4. An A,B ⊂ X tètoia ¸ste �(A) ≤ �(B) kai f jetik  sun�rthsh tìte
∫
A f d� ≤

∫
B f d�

5. To olokl rwma den katalabaÐnei sÔnola mètrou 0, dhlad  an f = g �-sqedìn pantoÔ, tìte
∫
X f d� =

∫
X g d�
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AkoloujÐec sunart sewn   tuqaÐwn metablht¸n kai olokl rwsh

Ac upojèsoume ìti èqoume mia akoloujÐa sunart sewn fn : X→ ℝ gia thn opoÐa isqÔei fn → f , �.�.(�). MporoÔme na isquristoÔme ìti∫
X fn d�→

∫
X f d� ? H ap�nthsh eÐnai genik� ìqi!

Prìtash 0.7 ( Monìtonh sÔgklish, Beppo Levi ) 'Estw ìti fn ↑ f �.�. Tìte
∫
X fn d�→

∫
X f d�.

Prìtash 0.8 (Fatou ) 'Estw fn ≥ 0, ∀n. IsqÔei ìti
∫
X lim infn→∞ fn d� ≤ lim infn→∞

∫
X fn d�.

Prìtash 0.9 ( Kuriarqhmènh sÔgklish) 'Estw ìti up�rqei sun�rthsh g tètoia ¸ste ∣ fn ∣≤ g sqedon pantoÔ gia k�je n, kai
epipleon

∫
X ∣ g ∣ d� ≤ ∞. Tìte,

∫
X fn d�→

∫
X f d�.

Q¸roi Lp

Orismìc 0.12 'Estw q¸roc mètrou (X,ℱ , �) (  q¸roc pijanot twn). Ja sumbolÐzoume me Lp(�), p ≥ 1 to sÔnolo twn sunart sewn
f : X→ ℝ (tuqaÐwn metablht¸n) oi opoÐec eÐnai metr simec wc proc thn s-�lgebra ℱ kai gia tic opoÐec isqÔei

∫
X ∣ f(!) ∣p d� <∞.

H apeikìnish ∣∣ ⋅ ∣∣Lp(�): L
p(�)→ ℝ+, pou orÐzetai wc ∣∣ f ∣∣Lp(�):= {

∫
X ∣ f(!) ∣p d�}

1
p onom�zetai nìrma tou q¸rou Lp(�).

O q¸roc eÐnai metrikoc q¸roc me thn metrik  d(f1, f2) = {
∫
X ∣ f1 − f2 ∣

p, d�}
1
p =∣∣ f1 − f2 ∣∣Lp(�).

Sthn perÐptwsh ìpou p = ∞ paÐrnoume ton q¸ro L∞(�) h nìrma tou opoÐou eÐnai h ∣∣ f ∣∣L∞= ess supx∈X ∣ f(x) ∣. Sunep¸c, o
q¸roc L∞(�) perièqei tic ousiwd¸c fragmènec sunart seic (tuqaÐec metablhtèc).

Oi q¸roi autoi sundèontai metaxÔ touc me mÐa shmantik  anisìthta, thn anisìthta tou Hölder .

Prìtash 0.10 (Anisìthta Hölder ) 'Estw dÔo p, q gia touc opoÐouc isqÔei 1
p

+ 1
q

= 1, p, q ≥ 1. An f ∈ Lp(�) kai g ∈ Lq(�),

tìte, f g ∈ L1(�) kai m�lista ∣∣ f g ∣∣L1(�)≤∣∣ f ∣∣Lp(�) ∣∣ g ∣∣Lq(�). H isìthta isqÔei ann ∣f ∣p = � ∣g∣q , �.�(�), gia k�poio � > 0.

Prìtash 0.11 Anisìthta Minkowski ) An f, g ∈ Lp, tìte f + g ∈ Lp kai ∣∣f + g∣∣Lp ≤ ∣∣f ∣∣Lp + ∣∣g∣∣Lp .

H anisìthta aut  eÐnai polÔ shmantik  sto na deÐxoume thn trigwnik  anisìthta gia thn nìrma Lp. MporoÔme t¸ra na orÐsoume thn
ènnoia thc sÔgklishc miac akoloujÐac stoiqeÐwn tou Lp(�), p ≥ 1.

Orismìc 0.13 'Estw f (n) mÐa akoloujÐa stoiqeÐwn tou Lp(�). Ja lème ìti h akoloujÐa f (n) sugklÐnei sto stoiqeÐo f ∈ Lp(�) an
∣∣ f (n) − f ∣∣Lp(�)→ 0 dhlad  an gia k�je � > 0 mporeÐ na brejeÐ N ∈ ℕ tètoio ¸ste gia k�je n > N isqÔei ∣∣ f (n) − f ∣∣Lp(�)< �.

Orismìc 0.14 H akoloujÐa f (n) ∈ Lp(�) onom�zetai Cauchy an ∀ � > 0, ∃N ∈ ℕ tètoio ¸ste ∣∣ f (n) − f (m) ∣∣Lp(�)< � gia n,m > N .

Je¸rhma 0.1 Oi q¸roi Lp(�) eÐnai pl reic, dhlad  gia k�je akoloujÐa Cauchy f (n) ∈ Lp(�) up�rqei f ∈ Lp(�) tètoia ¸ste f (n) → f .

Je¸rhma 0.2 Estw X = ℝ.O q¸roc twn suneq¸n sunart sewn me sumpag  forèa, Cc eÐnai puknìc ston Lp.

Apo thn anisìthta Hölder prokÔptei to polÔ basikì je¸rhma anapar�stashc tou Riesz . Ac upojèsoume ìti paÐrnoume to sÔnolo

ìlwn twn grammik¸n kai fragmènwn apeikonÐsewn apo to Lp → ℝ. To sÔnolo autì ja to sÔmbolÐzoume me (Lp)
′
) (o duikìc q¸roc tou

Lp). 'Ena par�deigma mÐac tètoia apeikìnish eÐnai to olokl rwma Lebesgue . To je¸rhma anapar�stashc tou Riesz mac diabebai¸nei ìti
k�je apeikìnish me tic idiìthtec autèc mporeÐ na anaparastajeÐ wc èna olokl rwma.

Je¸rhma 0.3 (Riesz) An 1 < p < ∞, kai � ∈ (Lp)
′
tìte up�rqei monadikì u ∈ Lp′ , 1

p
+ 1

p
′ = 1 tètoio ¸ste �(f) =

∫
X u f d� gia

k�je f ∈ Lp.

Je¸rhma 0.4 ( Ensfhn¸seic q¸rwn Lebesgue ) An M = �(X) < ∞), 1 ≥ p ≤ q < ∞, kai f ∈ Lq tìte ∣∣f ∣∣Lp ≤ C ∣∣f ∣∣Lq ,

C = M
1
p
− 1

q . Kat� sunèpeia mporoÔme na poÔme ìti Lq ⊂ Lp.

MporoÔme na jewr soume ìti up�rqei mia apeikìnish I : Lq → Lp, h opoÐa paÐrnei èna f ∈ Lq kai to phgaÐnei sto antÐstoiqo f ∈ Lp.
H apeikìnish aut  onom�zetai apeikìnish ensf nwshc (embedding) kai eÐnai suneq c apeikìnish.

Oi q¸roi L2

O q¸roc L2 èqei mÐa eidik  idiìthta. Ston q¸ro autì h nìrma mporeÐ na oristeÐ me thn bo jeia mÐac �llhc apeikonishc pou onom�zetai
eswterikì ginìmeno.

Orismìc 0.15 'Estw M ènac grammikìc q¸roc kai h apeikìnish < ⋅, ⋅ >: M ×M → ℝ me tic idiìthtec

1. < x, x >≥ 0 kai < x, x >= 0 an kai mìno an x = 0.

2. < x1, x2 >=< x2, x1 >

3. < �1 x1 + �2 x2, x3 >= �1 < x1, x3 > +�2 < x2, x3 > gia k�je x1, x2, x3 ∈M kai �1, �2 ∈ ℝ.
H apeikìnish < ⋅, ⋅ > onom�zetai eswterikì ginìmeno ston M .

To eswterikì ginìmeno eÐnai h genÐkeush thc ènnoiac tou eswterikoÔ ginomènou ìpwc thn èqoume sunant sei ston eukleÐdio q¸ro
ℝn.

Par�deigma 0.2 Ston q¸ro L2(�) san eswterikì ginìmeno mporoÔme na orÐsoume thn apeikìnish < f, g >=
∫
X f g d�.

An o q¸roc (Ω,ℱ , �) eÐnai q¸roc pijanot twn tìte to eswterikì ginìmeno mporeÐ na ekfrasteÐ kai wc < X,Y >= E�[X Y ].

H norma tou q¸rou L2(�) mporeÐ na ekfrasteÐ me thn bo jeia tou eswterikoÔ ginomènou wc ∣∣ f ∣∣L2(�)= {< f, f >}1/2. Q¸roi me
thn idiìthta aut  onom�zontai q¸roi eswterikoÔ ginomènou. 'Enac pl rhc q¸roc eswterikoÔ ginomènou onom�zetai q¸roc Hilbert .

Prìtash 0.12 An h nìrma ∣∣ ⋅ ∣∣ par�getai apo èna eswterikì ginìmeno isqÔei o kanìnac tou parallhlogr�mmou dhlad  gia k�je
x, y ∈ H isqÔei ∣∣x+ y∣∣+ ∣∣x− y∣∣ = 2 ∣∣x∣∣+ 2 ∣∣y∣∣.

Prìtash 0.13 O q¸roc L2(�) eÐnai q¸roc Hilbert kai eÐnai o mìnadikìc apì touc q¸rouc Lp me thn idiìthta aut .

Gia na deÐxoume ìti oi q¸roi Lp, p ∕= 2 den eÐnai q¸roi Hilbert arkeÐ na broÔme èna zeÔgoc stoiqeÐwn touc pou den ikanopoioÔn ton
kanìna tou parallhlogr�mmou. H eidik  perÐptwsh thc anisìthtac Hölder gia p = q = 2 onom�zetai anisìthta Cauchy-Schwartz.
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To je¸rhma probol c

Ja xekin soume dÐnontac thn ènnoia tou upoq¸rou kai thc kajetìthtac.

Orismìc 0.16 'Estw H ènac q¸roc Hilbert kai M ⊂ H. To M onom�zetai upìqwroc an ikanopoioÔntai oi idiìthtec

1. An x1, x2 ∈M tìte kai �1x1 + �2x2 ∈M gia k�je �1, �2 ∈ ℝ.

2. 'Estw x(n) ∈ M mÐa opoiad pote akoloujÐa stoiqeÐwn tou M . An x(n) → x me thn ènnoia thc sÔgklishc ston H (dhlad 
∣∣ x(n) − x ∣∣H→ 0) tìte x ∈M , dhlad  to orio k�je sugklÐnousac akoloujÐac tou M an kei epÐshc sto M .

Orismìc 0.17 'Estw M ènac q¸roc eswterikoÔ ginomènou me eswterikì ginìmeno < ⋅, ⋅ >. Ta stoiqeÐa x kai y tou M onom�zontai
k�jeta an < x, y >= 0.

Par�deigma 0.3 'Estw (Ω,ℱ , �) ènac q¸roc pijanot twn kai G ⊂ ℱ . Ac orÐsoume wc H = L2(�,ℱ) ton q¸ro twn sunart sewn

X : Ω→ ℝ oi opoÐec eÐnai metr simec wc proc thn �−�lgebra ℱ . An orÐsoume wc M = L2(�,G) ton q¸ro twn sunart sewn X
′

: Ω→ ℝ
oi opoÐec eÐnai metr simec wc proc thn �−�lgebra G, tìte o M eÐnai upìqwroc tou H.

Ac jewr soume èna q¸ro Hilbert H kai èna upìqwro tou M . Ac upojesoume oti epilegoume èna opoiod pote stoiqeÐo x ∈ H kai
jètoume to er¸thma thc eÔreshc enìc stoiqeÐou m∗ ∈M to opoÐo na apèqei thn mikrìterh apìstash apo to shmeÐo x. To prìblhma autì
mporeÐ na diatupwjeÐ majhmatik� san èna prìblhma beltistopoÐhshc, dhlad  san to prìblhma thc eÔresh enìc stoiqeÐou m∗ ∈M tètoio
¸ste infm∈M ∣∣ x−m ∣∣H=∣∣ x−m∗ ∣∣H .

Je¸rhma 0.5 (To je¸rhma probol c)
'Estw H ènac q¸roc Hilbert , M ⊂ H ènac upìqwroc tou kai x ∈ H. Tìte

1. Up�rqei monadikì m∗ ∈M tètoio ¸ste infm∈M ∣∣ x−m ∣∣H=∣∣ x−m∗ ∣∣H
2. Gia to m∗ isqÔei ìti (x −m∗,m)H = 0 gia k�je m ∈ M , dhlad  to x −m∗ eÐnai k�jeto se k�je stoiqeÐo tou M . H sunj kh

aut  eÐnai anagkaÐa kai epark c.

To m∗ onom�zetai probol  tou x ston upìqwro M kai sumbolÐzetai m∗ = ΠMx.

Prìtash 0.14 MporeÐ na oristeÐ mia apeikìnish ΠM : H → M , me b�sh ton ΠM x := m∗, h opoÐa eÐnai grammik  kai èqei tic
akìloujec idiìthtec.

1. Π2
M = ΠM 3. An x ∈M⊥ tìte ΠMx = 0

2. An x ∈M tìte ΠMx = x. 4. (ΠMx, y)H = (x,ΠMy)H

Par�deigma 0.4 'Estw (X,ℱ , �) = (Ω,ℱ , �) ènac q¸roc pijanìthtac kai X : Ω → ℝ mia tuqaÐa metablht . 'Estw epÐshc G ⊂ ℱ
mia c upo-�lgebra. H upo sunj kh mèsh tim  E�[X ∣ G] mporeÐ na katanohjeÐ san thn probol  thc X (wc stoiqeÐo tou L2(Ω,ℱ , �) ston
upìqwro tou L2(Ω,G, �). 'Olec oi idiìthtec thc u.c.m.t. prokÔptoun apo tic idiìthtec thc probol c.

Ask seic

1. Diatup¸ste kai apodeÐxte to an�strofo l mma tou Fatou (a) gia akoloujÐec sunìlwn kai (b) gia akoloujÐec sunart sewn.

2. DÐnetai h akoloujÐa sunìlwn, An = [0, 1/n] an n perittìc kai An = [0, n] an n �rtioc. BreÐte ta anw kai k�tw ìria. Up�rqei to ìrio?

3. Deixte ìti an up�rqoun isqÔei �(limn En) ≤ limn �(En).

4. DeÐxte ìti an h sunj kh tou Caratheodory den ikanopoieÐtai to exwterikì mètro den einai ajroistiko gia sÔnola pou eÐnai xèna metaxÔ

tou � mporeÐte na perioristeÐte sta 2 sÔnola.

5. DeÐxte ìti h ènwsh mhdenosunìlwn eÐnai mhdenosÔnolo gia opoiod pote mètro. Me b�sh autì upologÐste to mètro Lebesgue gia to

sÔnolo ℚ.
6. Qrhsimopoi¸ntac to je¸rhma kuriarqhmènhc sÔgklishc deÐxte thn sunèqeia kai thn paragwgisimìthta thc qarakthristik c sun�rthshc

�(�) = E�[exp(i�X)] gia k�poia tuqaÐa metablht  X.

7. DeÐxte to je¸rhma fragmènhc sÔgklishc dhlad  ìti an fn ≤ C gia k�je n ∈ ℕ kai an �(X) <∞ tìte fn → f , �.� −→
∫
X fn d�

8. Qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta Hölder deÐxte to je¸rhma ensf nwshc gia touc q¸rouc Lebesgue

9. DeÐxte to l mma Borel-CantellisÔmfwna me to opoÐo an An eÐnai mia akoloujÐa gegonìtwn tètoia ¸ste
∑∞
i=1 �(Ai) < ∞ tìte

�(
∩∞
n=1

∪∞
j=n Aj) = 0.

10. JewreÐste thn akoloujÐa sunart sewn f (n)(x) = nx e−nx
2
. IsqÔei   ìqi h isìthta

∫ 1
0 limn f (n)(x) dx = limn

∫ 1
0 f

(n)(x) dx

Sqoli�ste to apotèlesma se sunduasmì me to je¸rhma kuriarqhmenhc sÔgklishc.

11. JewreÐste thn akoloujÐa sunart sewn fn(x) =
n sin(x)

1+n2
√
x
. BreÐte to ìrio thc fn(x) kaj¸c n→∞ kaj¸c kai to limn→∞

∫ 1
0 fn(x) dx.

12. An X tuqaÐa metablht  tètoia ¸ste E[∣ X ∣] <∞ kai Xn(!) = X(!)1[−n,n](!) deÐxte ìti E[∣ Xn −X ∣]→ 0.

ErgasÐec

1. H kataskeuh tou mètrou gia èna metrikì q¸ro kai efarmogèc.

2. H kataskeu  tou oloklhr¸matoc Itô kai oi idiìthtec tou.

3. H sÔgklish se katanom  kai efarmog  sthn jewrÐa thc prosomoÐwshc.

4. H sÔgklish se katanom  kai to suneqèc ìrio tou diwnumikoÔ montèlou sta qrhmatooikonomik�.

5. Jewr mata sÔgklishc gia thn upo sunj kh mèsh tim  kai efarmogèc stic martingales kai thn statistik .

6. Kentrik� oriak� jewr mata.
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Se ìti akolouj sei ja jewroÔme (X,ℱ , �) èna q¸ro me mètro. H perÐptwsh ìpou X = Ω, èna sÔnolo endeqìmenwn kai � = P èna
mètro pijanìthtac eÐnai eidik  perÐptwsh.

EpÐshc fn : X→ ℝ ja eÐnai mia akoloujÐa sunart sewn. Sthn eidik  perÐptwsh ìpou X = Ω èna sÔnolo endeqomènwn, h akoloujÐa
sunart sewn ja sumbolÐzetai me Xn : Ω→ ℝ kai ja onom�zetai akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n.

SÔgklish sqedìn pantoÔ

Orismìc 0.1 Ja lème ìti h akoloujÐa fn sugklÐnei sqedìn pantoÔ wc proc to mètro � sto D ⊂ X an limn f(x) up�rqei kai eÐnai
peperasmèno sto D ∖N , ìpou �(N) = 0.

Prìtash 0.1 IsqÔoun ta akìlouja

1. {x ∈ X : limn fn = f} =
∩
m

∪
N

∩
p{x ∈ X : ∣fN+p − f ∣ < 1

m
}

2. fn → f , sqedìn pantoÔ sto X ann �(lim supn{x ∈ X : ∣fn − f ∣ ≥ 1
m
}) = 0 gia k�je m ∈ ℕ.

Prìtash 0.2 (L mma Borel-Cantelli) An An eÐnai mia akoloujÐa sunìlwn tètoia ¸ste
∑
n �(An) <∞ tìte �(limn supAn) = 0.

Prìtash 0.3 'Estw ìti up�rqei mia akoloujÐa rn ≥ 0 tètoia ¸ste limn rn = 0, kai
∑
n �(x ∈ X : ∣fn(x) − f(x)∣ ≥ rn) < ∞. Tìte,

fn → f , �.� − (�).

H apìdeixh basÐzetai sto l mma Borel - Cantelli.

Sqedìn omoiìmorfh sÔgklish

Orismìc 0.2 Ja lème ìti h akoloujÐa fn sugklÐnei sqedìn omoiìmorfa sthn f an gia k�je � > 0 up�rqei metr simo uposÔnolo E ⊂ X
tètoio ¸ste �(E) < � kai fn

→→ f (sugklÐnei omoiìmorfa) sto X ∖ E.

Je¸rhma 0.1 (Egoroff ) An �(X) <∞ kai h akoloujÐa fn → f �.� (�) tìte h fn sugklÐnei sthn f sqedìn omoiìmorfa.

SÔgklish se mètro

Orismìc 0.3 Ja lème ìti h akoloujÐa fn
�→ f (sugklÐnei sto mètro) an gia k�je � > 0 isqÔei ìti limn �({x ∈ X : ∣fn(x)− f(x)∣ ≥

�} = 0

IsodÔnamoc orismìc eÐnai kai o akìloujoc: Gia k�je � > 0 kai � > 0 up�rqei N tètoio ¸ste �({x ∈ X : ∣fn(x)− f(x)∣ ≥ �}) < � gia
n > N . To N exart�tai apo thn epilog  twn �, �.

Ston orismì autì mporoÔme na epilèxoume � = �.
To ìrio me thn ènnoia thc sÔgklishc sto mètro eÐnai monadikì.

Je¸rhma 0.2 IsqÔoun ta akìlouja

1. An �(X) <∞, tìte fn → f, �.� − (�) =⇒ fn
�→ f

2. An fn
�→ f tìte up�rqei upakoloujÐa fnk tètoia ¸ste fnk → f �.� − (�)

EÐnai endiafèron na qarakthrÐsoume tic akoloujÐec Cauchy gia thn sÔgklish sto mètro.

Orismìc 0.4 Ja lèmeìti mia akoloujÐa fn eÐnai Cauchy gia thn sÔgklish sto mètro an gia k�je � > 0 kai � > 0 up�rqei N (to opoÐo
exart�tai apo to � kai to �) tètoio ¸ste �({x ∈ X : ∣fm(x)− fn(x)∣ ≥ �}) < �, gia m,n ≥ N . MporoÔme na epilexoume � = �.

H plhrìthta diathreÐtai gia thn sÔgklish sto mètro.

Prìtash 0.4 An h akoloujÐa fn eÐnai Cauchy wc proc thn sÔgklish sto mètro tìte up�rqei f (metr simh) tètoia ¸ste fn
�→ f .

SÔgklish ston Lp(�)

Orismìc 0.5 H akoloujÐa sunart sewn ston fn → f ston Lp an ∣∣fn − f ∣∣Lp(�) → 0.

Prìtash 0.5 An fn → f ston Lp(�) tìte fn
�→ f

To akìloujo eÐnai mia qr simh sunèpeia tou jewr matoc kuriarqhmènhc sÔgklishc

Prìtash 0.6 'Estw ìti fn
�→ f kai ∣fn∣ ≤ g gia k�je n me g ∈ Lp(�). Tìte ∣f ∣ ∈ Lp(�) kai fn

Lp(�)→ f .
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Asjen c sÔgklish

Gia thn par�grafo aut  ja epikentr¸soume sthn perÐptwsh ìpou katalabaÐnoume thn akoloujÐa sunart sewn fn san mia akoloujÐa
tuqaÐwn metablht¸n Xn.

Ac jewr soume pr¸ta mia akoloujÐa apo mètra �n se èna metr simo q¸ro (X,ℱ) kai èna mètro � sto Ðdio q¸ro.

Orismìc 0.6 Ja lème ìti h akoloujÐa �n sugklÐnei asjen¸c sto mètro � kai ja sumbolÐzoume �n
w→ �, an gia k�je pragmatik 

suneq c kai fragmènh sun�rthsh f isqÔei
∫
X f d�n →

∫
X f d�.

Gia thn asjen  sÔgklish isqÔei to akìloujo

Je¸rhma 0.3 'Estw mia akoloujÐa mètrwn �n tètoia ¸ste

lim
m→∞

sup
n

�n([−m,m]c) = 0 (1)

Tìte up�rqei upakoloujÐa �nk pou sugklÐnei �sjenwc se k�poio mètro �.

H idiìthta (1) onom�zetai tightness kai eÐnai to an�logo thc sump�geiac gia ta mètra.

SÔgklish se katanom 

An ta mètra �n eÐnai mètra pijanìthtac tìte h sÔgklish aut  onom�zetai sÔgklish se katanom . An Xn eÐnai mia akoloujÐa tuqaÐwn
metablht¸n tìte mporoÔme na katal�boume ta �n san ta epagìmena mètra pijanìthtac apo thn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn. H
asjen c sÔgklish loipìn mporeÐ na ermhneujeÐ wc E[f(Xn)] → E[f(X)] gia k�je suneq  kai fragmènh sun�rthsh f . Ja sumbolÐzoume

Xn
D→ X. H ènnoia aut  thc sÔgklishc eÐnai polÔ qr simh sthn atatistik .
EÐnai polÔ shmantikì na katal�boume ìti sthn sÔgklish se katanom  den eÐnai aparaÐthto ìlec oi tuqaÐec metablhtèc na orÐzontai

sto Ðdio q¸ro pijanìthtac! Autì sumbaÐnei pollèc forèc kai stic efarmogèc, p.q. se epanalambanìmena peir�mata.
An ìlec oi tuqaÐec metablhtèc orÐzontai ston Ðdio q¸ro pijanìthtac mporoÔme na sugkrÐnoume thn sÔgklish se katanom  me tic �llec

sugklÐseic.

Prìtash 0.7 An Xn
�→ X tote Xn

D→ X

Sqèsh metaxÔ twn diafìrwn sugklÐsewn gia akoloujÐec sunart sewn

SÔgklish c.p =⇒ SÔgklish se mètro =⇒ 'Asjen c sÔgklish
⇑

SÔgklish Lp

EpÐshc,

SÔgklish se mètro =⇒ SÔgklish c.p. kat' upakoloujÐa

SÔgklish ston Lp =⇒ SÔgklish c.p. kat' upakoloujÐa

Sqèsh metaxÔ twn diafìrwn sugklÐsewn gia akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n

SÔgklish c.b =⇒ SÔgklish se pijanìthta =⇒ SÔgklish se katanom 
⇑

SÔgklish Lp

EpÐshc,

SÔgklish se pijanìthta =⇒ SÔgklish c.b. kat' upakoloujÐa

SÔgklish ston Lp =⇒ SÔgklish c.b. kat' upakoloujÐa
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Se ìti akolouj sei ja jewroÔme (X,ℱ , �) èna q¸ro me mètro. H perÐptwsh ìpou X = Ω, èna sÔnolo endeqìmenwn kai � = P èna
mètro pijanìthtac eÐnai eidik  perÐptwsh.

EpÐshc fn : X→ ℝ ja eÐnai mia akoloujÐa sunart sewn. Sthn eidik  perÐptwsh ìpou X = Ω èna sÔnolo endeqomènwn, h akoloujÐa
sunart sewn ja sumbolÐzetai me Xn : Ω→ ℝ kai ja onom�zetai akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n.

Asjen c sÔgklish kai sÔgklish se katanom 

Orismìc 0.1 'Estw (Ω,ℱ , �) ènac q¸roc pijanìthtac. An X : Ω → X mia tuqaÐa metablht  ja onom�zoume epagìmeno mètro
�X : ℬ(ℝ)→ ℝ to mètro pou orÐzetai apo thn sqèsh �X(A) = �(X−1(A)) gia k�je A ∈ ℬ(ℝ)

Orismìc 0.2 Ja lème ìti h akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn sugklÐnei se katanom  sthn tuqaÐa metablht  X (X
D→ X) an ta

epagìmena mètra �Xn
w→ �X , dhlad  gia k�je suneq  kai fragmènh sun�rthsh f isqÔei E[f(Xn)]→ E[f(X)].

To di�gramma

SÔgklish c.b =⇒ SÔgklish se pijanìthta =⇒ SÔgklish se katanom 
⇑

SÔgklish Lp

mac exasfalÐzei ìti an mia akoloujÐa Xn
se pijanìthta

→ X tìte Xn
D→ X.

To antÐstrofo den eÐnai aparaÐthta alhjèc. Mia eidik  perÐptwsh ìpou isqÔei eÐnai ìtan X = c (stajer�) sqedìn bèbaia.

'Ena endiafèron er¸thma eÐnai to pote mia akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn èqei toul�qiston mia upoakoloujÐa h opoÐa na sugk-
lÐnei se katanom  se k�poia tuqaÐa metablht  X. H ap�nthsh aut  mporeÐ na mac dwjeÐ qrhsimopoi¸ntac ton orismì thc sÔgklishc
se katanom  mèsw thn sqèsh thc me thn asjen  sÔgklish twn epagìmenwn mètrwn kai to Je¸rhma 0.3 tou fuladÐou 3 sqetik� me to
tightness miac akoloujÐac mètrwn kai thn Ôparxh asjen¸c sugklÐnousa upoakoloujiac

Prìtash 0.1 H akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn èqei upoakoloujÐa Xnk tètoia ¸ste Xnk
D→ X gia k�poia tuqaÐa metablht  X,

an h akoloujÐa epagìmenwn mètrwn �Xn eÐnai tight dhlad  an limm supn �Xn ([−m,m]c) = 0.

Gia na elegxoume sthn pr�xh an Xn
D→ X den qrei�zetai na elègxoume ìti E[f(Xn] → E[f(X)] gia k�je fragmènh kai suneq 

sun�rthsh f , all� mìno gia tic fragmènec kai suneqeÐc kat� Lipschitz sunart seic f .
K�nontac qr sh thc parap�nw parat rhshc èqoume to polÔ qr simo se efarmogèc statistik c je¸rhma tou Slutsky

Je¸rhma 0.1 ( Slutsky) An Xn, Yn : Ω→ ℝn dÔo akoloujÐec tuqaÐwn metablht¸n tètoiec ¸ste Xn
D→ X kai

∣∣Xn − Yn∣∣
se pijanìthta

→ 0 tìte Un
D→ X

Asjen c sÔgklish kai qarakthristikèc sunart seic

Orismìc 0.3 An � : ℬ(ℝd) → ℝ+ èna mètro, h qarakthristik  tou sun�rthsh �� : ℝd → ℝ orÐzetai san h sun�rthsh ��(�) =∫
ℝd exp(i � ⋅ x) d�(x).

Orismìc 0.4 An X mÐa tuqaÐa metablht  kai �X to epagìmeno mètro thc mporoÔme na orÐsoume thn qarakthristik  thc sun�rthsh
�X(�) := E[ei�⋅X ] =

∫
ℝn e

i�⋅xd�X(x).

H qarakthristik  sun�rthsh eÐnai mia suneq c sun�rthsh �X : ℝd → ℝ. An h tuqaÐa metablht  X èqei ropèc mèqri kai t�xhc m,
tìte eÐnai kai m forèc suneq¸c paragwgÐsimh wc proc to ìrisma �.

Par�deigma 0.1 An X ∼ N(�, �2) tìte �X(�) = exp(i ��− 1
2
�2�2.

Par�deigma 0.2 An X ∼ Exp(�) tìte �x(�) = �
�−i�

Par�deigma 0.3 An X ∼ Pois(�) tìte �X = E[exp(i�X)] =
∑∞
k=0 exp(i�k) �

k

k!
e−� = exp(�(ei� − 1)).

H qarakthristik  sun�rthsh mporeÐ na jewrhjeÐ san ton metasqhmatismì Fourier tou mètrou pijanìthtac kai qarakthrÐzei monadik�
thn tuqaÐa metablht  kai thn katanom  thc. EpÐshc oi ropèc miac tuqaÐac metablht c mporeÐ na upologistoÔn apì tic diadoqikèc
parag¸gouc thc qarakthristik c sun�rthshc.

Oi qarakthristikèc sunart seic mac bohjoÔn sto na elègxoume thn asjen  sÔgklish akolouji¸n mètrwn

Je¸rhma 0.2 (Levy ) 'Estw �n mia akoloujÐa mètrwn kai �n(�) := ��n (�) h akoloujÐa qarakthristik¸n sunart sewn.

(1) An �n
w→ � tìte �n(�) = �(�) gia k�je � ∈ ℝd

(2) An �n(�)→ �(�) gia k�je � ∈ ℝd kai an � suneq c sto 0 tìte up�rqei mètro � sto ℬ(ℝd) tètoio ¸ste �(�) = ��(�) kai �n
w→ �

Par�deigma 0.4 An Xn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn ∼ Pois(n) kai Zn = 1√
n

(Xn − n) tìte Zn
D→ Z, kai Z ∼ N(0, 1).

O upologismìc thc akoloujÐac qarakthristik¸n sunart sewn �n(�) mac dÐnei �n(�) = E[exp(i�Xn)] = exp(−i �
√
n) exp(n (i �√

n
−1)).

MporeÐ kaneÐc na deÐxei ìti �n(�)→ e−
�2

2 kai aut  eÐnai h qarakthristik  sun�rthsh thc tupik c kanonik c metablht c.

Par�deigma 0.5 An Xn akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn ∼ Bin(n, pn) kai limnn pn = � tìte Xn
D→ X, kai X ∼ Pois(�).

O upologismìc thc akoloujÐac qarakthristik¸n sunart sewn �n(�) mac dÐnei �n(�) = E[exp(i�Xn)] = [1 + pn (exp(i�)− 1)]n. MporeÐ
kaneÐc na deÐxei ìti �n(�)→ exp(� (ei� − 1)) kai aut  eÐnai h qarakthristik  sun�rthsh thc Poisson.

1



AntiparadeÐgmata gia thn sÔgklish

∙ H sÔgklish se katanom  den sunep�getai thn sÔgklish se pijanìthta.

An X opoiad pote summetrik  tuqaÐa metablht  kai an p�roume thn akoloujÐa Xn = −X gia k�je n ∈ ℕ tìte Xn
D→ X all�

Xn ∕
P→ X efìson gia k�je � > 0 den isqÔei P (∣Xn −X∣ > �) = P (∣X∣ > 1

2
�)→ 0, gia n→∞.

∙ H sÔgklish se pij�nìthta den sunep�getai thn sÔgklish sqedìn bèbaia.

An Xn akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n tètoiwn ¸ste P (Xn = 1) = 1
n
kai P (Xn = 0) = 1 − 1

n
tìte Xn

P→ 0 all�

Xn ∕
�.�→ 0.

∙ H sÔgklish se pijanìthta den sunep�getai thn sÔgklish ston Lp.

Ac jewr soume thn akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metablht¸n Xn tètoiwn ¸ste P (Xn = 1) = 1
n
kai P (Xn = n) = 1− 1

n
tìte

Xn
P→ 0 all� Xn ∕

L1

→ 0.

∙ H sÔgklish Lr den sunep�getai sqedìn bèbaih sÔgklish.

DÐnetai h akoloujÐa anex�rthtwn tuqaÐwn metabl t¸n Xn, tètoia ¸ste P (Xn = 0) = 1− 1
n1/4 kai P (Xn = ±1) = 1

2n1/4 . Mporei

kaneÐc na deÐxei ìti Xn
L2

→ 0 all� Xn ∕
P→ 0.

∙ H sqedìn bèbaih sÔgklish den sunep�getai sÔgklish Lr

DÐnetai h akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n Xn, tètoia ¸ste P (Xn = 0) = 1 − 1
n�

kai P (Xn = ±n) = 1
2n�

. Mporei kaneÐc na

deÐxei ìti an � ∈ [ 3
2
, 2], Xn

�.�→ 0 all� Xn ∕
L2

→ 0.

∙ H sÔgklish se pijanìthta Xn
P→ X, den sunep�getai ìti g(Xn)

P→ g(X) gia opoiadhpote sun�rthsh g.

An Xn ∼ N(0, �
2

n
) kai g(x) = 1x>0 tìte Xn

P→ X, me X = 0, �.�. Apo thn �llh g(X) = 0, �.� opìte g(Xn) ∕ P→ g(X)

∙ H sÔgklish se pijanìthta den sunep�getai thn sÔgklish se mèsh tim , Xn
P→ X, den shmaÐnei aparaÐthta ìti E[Xn]→ E[X].

An Xn(!) = n2 an 0 ≤ ! ≤ n−1 kai Xn(!) = 0 an n−1 ≤ ! ≤ 1 tìte Xn
P→ 0 all� epeid  E[Xn] = n den isqÔei E[Xn]→ E[X] =

0.

Efarmog : To kentrikì oriakì je¸rhma

Je¸rhma 0.3 An Xn akoloujÐa anex�rthtwn kai ìmoia katanemhmènwn tuqaÐwn metablht¸n me E[Xn] = � kai V arXn) = �2 <∞
kai Sn =

∑n
j=1Xj tìte Yn = Sn−n �

�
√
n

D→ Z ìpou Z ∼ N(0, 1)

Apìdeixh MporoÔme na deÐxoume (qrhsimopoi¸ntac thn anexarthsÐa) oti �Yn (�) =
(
�
(

�
�
√
n

))n
, ìpou �(�) h qarakthristik 

sun�rthsh twn Xn. Epeid  h sun�rthsh aut  èqei 2 suneqeÐc parag¸gouc, mporoÔme na thn anaptÔxoume se seir� Taylor wc �(�) =

1 − �2�2

2
+ o(�2). Kat� sunèpeia, �Yn (�) = exp(n ln�( �

�
√
n

) = exp(nln(1 − �2

2n
+ ...)) kai upologÐzontac to ìrio brÐskoume ìti

limn �Yn (�) = e−
�2

2 . 'Ara h akoloujÐa Yn sugklÐnei se katanom  sthn Z ∼ N(0, 1) ■.
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Se ìti akolouj sei ja jewroÔme (X,ℱ , �) èna q¸ro me mètro. H perÐptwsh ìpou X = Ω, èna sÔnolo endeqìmenwn kai � = P èna
mètro pijanìthtac eÐnai eidik  perÐptwsh.

EpÐshc fn : X→ ℝ ja eÐnai mia akoloujÐa sunart sewn. Sthn eidik  perÐptwsh ìpou X = Ω èna sÔnolo endeqomènwn, h akoloujÐa
sunart sewn ja sumbolÐzetai me Xn : Ω→ ℝ kai ja onom�zetai akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n.

DuikoÐ q¸roi

Orismìc 0.1 'Estw X ènac grammikìc q¸roc. To sÔnolo ìlwn twn grammik¸n kai suneq¸n (isodÔnama grammik¸n kai fragmènwn)
apeikonÐsewn apo ton X→ ℝ (sunarthsiak�) onom�zetai o duikìc q¸roc tou X kai sumbolÐzetai me X′.

O duikìc q¸roc eÐnai kai autìc ènac grammikìc q¸roc o opoÐoc mporeÐ na gÐnei metrikoc q¸roc me thn metrik  ∣∣T ∣∣X′ = supx∈X,∣∣x∣∣X=1 ∣Tx∣.
Ja sumbolÐzoume T (x) = ⟨T, x⟩, gia x ∈ X.

Je¸rhma 0.1 (Hahn-Banach) Ac jewr soume èna grammikì q¸ro X kai èna algebrikì upìqwro tou X̃. An F̃ eÐnai èna grammiko

sÔnarthsiakì ston X̃ tètoio ¸ste gia k�poio M > 0, ∣F̃ (x)∣ ≤M ∣∣x∣∣X̃ gia x ∈ X̃, tìte up�rqei grammiko sunarthsiakì F ston X, tètoio
¸ste Fx = F̃ x, gia k�je x ∈ X̃ kai ∣F (x)∣ ≤ M ∣∣x∣∣X, gia k�je x ∈ X.

Par�deigma 0.1 'Estw X = c0 o q¸roc twn akoloujÐwn xn tètoiwn ¸ste limn→∞ xn = 0. To F eÐnai èna grammikì sunarthsiakì
apo ton c0 ston ℝ, an kai mìnon an up�rqei akoloujÐa an ston ℓ1 tètoia ¸ste F (x) =

∑
n an xn. Kat� sunèpeia (c0)′ ≃ ℓ1.

Par�deigma 0.2 'Estw X = ℓ1 o q¸roc twn ajroÐsimwn akoloujÐwn {xn}. To F eÐnai èna grammikì sunarthsiakì apo ton ℓ1 ston
ℝ, an kai mìnon an up�rqei akoloujÐa an ston ℓ∞ tètoia ¸ste F (x) =

∑
n an xn. Kat� sunèpeia (ℓ1)′ ≃ ℓ∞.

Oi suneqeÐc sunart seic kai ta proshmasmèna mètra: Mia sqèsh duismoÔ

Orismìc 0.2 Mia apeikìnish � : ℬ(Y) → ℝ onom�zetai proshmasmèno mètro an (i) �(∅) = 0 kai (ii) �(
∪

j Aj) =
∑

j �(Aj) gia

akoloujÐa sunìlwn sto ℬ(X) ana dÔo xènwn.

'Ena proshmasmèno mètro � èqei anapar�stash � = �+ − �− ìpou �± eÐnai mètra. O q¸roc twn proshmasmènwn mètrwn sto Y ja
sumbolÐzetai me BMY kai mporeÐ na jewrhjeÐ wc metrikìc q¸roc me metrik  thn posìthta ∣∣�∣∣(Y) = �+(Y)+�−(Y) (sunolik  metabol ).
O q¸roc twn proshmasmènwn mètrwn me thn metrik  aut  eÐnai q¸roc Banach .

Je¸rhma 0.2 'Estw Y = [0, 1] kai X = C([0, 1]). To F eÐnai èna grammikì sunarthsiakì tou X an kai mìno an up�rqei proshmasmèno
mètro Borel tètoio ¸ste F (f) =

∫
[0,1] f d�, gia k�je f ∈ X. IsqÔei ìti ∣∣F ∣∣X′ = ∣∣�∣∣

To parap�nw je¸rhma genikeÔetai gia Y opoiond pote topik� kurtì topologikì q¸ro kai X = C0(Y) o q¸roc twn suneq¸n sunart -
sewn pou mhdenÐzontai sto �peiro (Je¸rhma tou Riesz).

To parap�nw je¸rhma mac lèei ìti (C([0, 1]))′ ≃ BM [0,1].

O L1 kai o L∞: Mia sqèsh duismoÔ.

Je¸rhma 0.3 An X = L1(Y,ℱ , �)) tìte to F eÐnai èna fragmèno kai grammikì sunarthsiakì ston X an kai mìnon an up�rqei sun�rthsh
y ∈ L∞Y,ℱ , �)) tètoia ¸ste F (x) =

∫
Y x y d� gia k�je x ∈ X.

Sunep¸c (L1(Y,ℱ , �))′ = L∞Y,ℱ , �)) .

O Lp kai o Lq, 1
p

+ 1
q

= 1, p > 1: Mia sqèsh duismoÔ.

'Estw p > 1 kai 1
p

+ 1
q

= 1.

Je¸rhma 0.4 An X = Lp(Y,ℱ , �)), p > 1 tìte to F eÐnai èna fragmèno kai grammikì sunarthsiakì ston X an kai mìnon an up�rqei
sun�rthsh y ∈ LqY,ℱ , �)) tètoia ¸ste F (x) =

∫
Y x y d� gia k�je x ∈ X.

Sunep¸c (Lp(Y,ℱ , �))′ = LqY,ℱ , �)) .

Asjen c kai ★-asjen c sÔgklish

'Estw X ènac metrikìc q¸roc kai X′ o duikìc tou.

Orismìc 0.3 Ja lème ìti h akoloujÐa xn sugklÐnei isqur� sto x ston X, (xn → x an isqÔei ìti ∣∣xn)− x∣∣X → 0.

Orismìc 0.4 Ja lème ìti h akoloujÐa xn sugklÐnei asjen¸c sto x ston X, (xn ⇀ x an gia k�je F ∈ X′ isqÔei ìti F (xn)→ F (x).

An mia akoloujÐa sugklÐnei isqur� (sthn nìrma) tìte sugklÐnei kai asjen¸c. To antÐjeto den isqÔei.

Par�deigma 0.3 H akoloujÐa fn = (2�n)−1exp(−x2(2n)−1) den sugklÐnei isqur� sto 0 ston L1 all� sugklÐnei se autì asjen¸c.

Gia na exasfalÐsoume thn asjen  sÔgklish miac akoloujÐac arkeÐ na èqoume ìti h akoloujÐa eÐnai fragmènh.

Je¸rhma 0.5 An xn ∈ X fragmènh kai X autopaj c, dhlad  (X′)′ = X, tìte up�rqei x ∈ X tètoio ¸ste xn ⇀ x ston X.
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Orismìc 0.5 'Estw xn mia akoloujÐa ston X. Ac upojèsoume ìti o X mporeÐ na grafeÐ san ton duikì enìc q¸rou F, dhlad  X = F′. Ja
leme ìti h xn sugklÐnei sto x ★−asjen¸c ston X (ja sumbolÐzoume xn

★
⇀ x ston X) an kai mìnon an gia k�je y ∈ F isqÔei xn(y)→ x(y)

(ston ℝ).

Iswc ed¸ qrei�zontai orismèna sqìlia: Efìson up�rqei k�poioc q¸roc F, tètoioc ¸ste X = F′ ja mpor¸ na katal�bw opoiod pote
stoiqeÐo tou X san èna grammikì kai fragmèno sunarthsiakì tou Y, dhlad  to x ∈ X eÐnai mia apeikìnish apo to Y sto ℝ kai kat�
sunèpeia gia k�je y ∈ Y x(y) ∈ ℝ. H akoloujÐa xn ∈ X ja eÐnai loipìn mia akoloujÐa apo grammikèc kai fragmènec apeikonÐseic apo to
Y sto ℝ kai kat� sunèpeia gia k�je y ∈ Y xn(y) ∈ ℝ ja eÐnai mia akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n. An h akoloujÐa aut  sugklÐnei sto

y(x) (gia k�je y tìte ja lème ìti xn
★
⇀ x ston X.

Sqìlio 0.1 Den eÐnai aparaÐthto ìloi oi q¸roi X na mporoÔn na qarakthristoÔn san duikoÐ k�poiou q¸rou F. Gia par�deigma an o
X = L1 tìte den up�rqei k�poioc q¸roc Banach F tètoioc ¸ste L1 = F′. Gia tètoiouc q¸rouc h ★−asjen c sÔgklish den èqei nìhma!

En gènei h ★−asjen c sÔgklish eÐnai pio asjen c apo thn asjen  sÔgklish, mporeÐ na breÐ kaneÐc akoloujÐec oi opoÐec sugklÐnoun
★−asjen¸c all� ìqi asjen¸c. An o q¸roc X eÐnai autopaj c tìte h asjen c sÔgklish kai h ★−asjen c sÔgklish sumpÐptoun. Sunep¸c
gia opoiod pote q¸ro Lp, 1 < p <∞ den èqei nìhma na diaqwrizoume thn ★−asjen  sÔgklish apo thn asjen  sÔgklish all� prèpei na
prosèqoume ìtan p = 1   p =∞.

Par�deigma 0.4 An fn eÐnai mia akoloujÐa sunart sewn ston Lp, me 1 < p <∞ tìte fn ⇀ f ston Lp shmaÐnei ìti
∫
fn�d�→

∫
f�d�

gia k�je � ∈ Lq , 1
p

+ 1
q

= 1.

Prìtash 0.1 'Estw 1 < p <∞. fn ⇀ f ston Lp ⇐⇒ (i) ∣∣fn∣∣Lp < C gia k�je n (me C anex�rthto tou n) kai (ii)
∫
I fnd�→

∫
I fd�

gia k�je di�sthma I.

Par�deigma 0.5 An fn eÐnai mia akoloujÐa sunart sewn ston L1, tìte fn ⇀ f ston L1 shmaÐnei ìti
∫
fn�d� →

∫
f�d� gia k�je

� ∈ L∞.

Par�deigma 0.6 O q¸roc L1 den eÐnai autopaj c. Kat� sunèpeia mporeÐ kaneÐc na breÐ fragmènec akoloujÐec oi opoÐec den sugklÐnoun
asjen¸c. Par�deigma mporeÐ na eÐnai h akoloujÐa fn(x) = n1[0, 1

n
](x) h opoÐa parìti eÐnai fragmènh den sugklÐnei asjen¸c poujen� ston

L1.

Par�deigma 0.7 Pollèc forèc h ★−asjen c sÔgklish einai eukolìtero na meletheÐ apo thn asjen  sÔgklish. Gia par�deigma an
mac endiafèrei h sÔgklish ston q¸ro L∞ eÐnai polÔ dÔskolo na melet soume thn asjen  sÔgklish epeid  o q¸roc (L∞)′ eÐnai polÔ
dÔskolo na qarakthristeÐ. Apo thn �llh ìmwc (L1)′ = L∞ kat� sunèpeia eÐnai arket� bolikì na melet soume thn ★−asjen  sÔgklish

ston L∞. Ja lème ìti fn
★
⇀ f sto L∞ an

∫
fn�d�→

∫
f�d� gia k�je � ∈ L1.

★−Asjen c sÔgklish kai asjen c sÔgklish se mètro

H asjen c sÔgklish sto mètro sqetÐzetai me thn ★−�sjen  sÔgklish.
An F = C(S) tìte (F )′ eÐnai o q¸roc twn mètrwn Borel ston S. Sthn perÐptwsh aÔt  h ★−�sjen c sÔgklish eÐnai h asjen c

sÔgklish se mètro. Thn akoloujÐa xn mporoÔme na thn katal�boume san mia akoloujÐa mètrwn �n kai h ★−�sjen c sÔgklish mporeÐ na
grafeÐ wc

∫
f d�n →

∫
f d� gia k�je f ∈ C(S).

Par�deigma 0.8 An S = [0, 1] tìte an rn eÐnai mia pragmatik  akoloujÐa sto [0, 1] tètoia ¸ste rn → r h akoloujÐa twn mètrwn �rn
sugklÐnei sto mètro �r ★−asjen¸c.

PerÐ sump�geiac

'Enac q¸roc lègetai sumpag c an k�je fragmènh akoloujÐa se autìn èqei sugklÐnousa upakoloujÐa.

Je¸rhma 0.6 ( Alaoglu) Se èna q¸ro Banach h kleist  monadiaÐa mp�la B = {F ∈ X′ : ∣∣F ∣∣X′ ≤ 1} eÐnai ★− asjen¸c
sumpag c.

To je¸rhma autì mac lèei ìti k�je fragmènh akoloujÐa ston X′ èqei mia upakoloujÐa h opoÐa sugklÐnei ★− asjen¸c.
Mia endiafèrousa efarmog  tou jewr matoc autoÔ eÐnai ìti gia k�je akoloujÐa mètrwn pijanothtac, up�rqei mia upakoloujÐa h

opoÐa sugklÐnei asjen¸c se mètro se k�poio mètro � arkeÐ ta mètra na eÐnai orismèna se sumpag  sÔnola. An to mètro den eÐnai orismèno
se sumpagèc sÔnolo, p.q. eÐnai orismèno sto ℬ(ℝ) tìte den eÐnai aparaÐthto to ìrio na eÐnai mètro pijanìthtac - mporeÐ p.q. �(ℝ) < 1
  mporeÐ kai na mhn up�rqei sugklÐnousa upakoloujÐa. Gia na exasfalisteÐ h Ôparxh sugklÐnousac upakoloujÐac prèpei na zht soume
thn idiìthta tou tightness.

Orismìc 0.6 Mia oikogèneia mètrwn onom�zetai tight sto S an up�rqei sumpagèc sÔnolo K tètoio ¸ste gia k�je � > 0, �(K) > 1− �
gia k�je � sthn oikogèneia aut .

Je¸rhma 0.7 (Prohorov ) An mia oikogèneia mètrwn pijanìthtac eÐnai tight tìte eÐnai sqetik� sumpaghc, dhlad  up�rqei upakolou-
jÐa thc pou sugklÐnei asjen¸c.
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